
補足説明

(2011年 3月 28日)

1.1 (p.2)(p.15) 式 (1.4)や式 (3.1)に関連して、電界がベクトルポテンシャルの時間変化の項無

しに、電位のみから導ける場合の例

■Case A 電磁界の波動方程式の電界ベクトルに対応する式は

∇2E = −ω
2

c2
E (1-1)

と書ける。

ここで波長程度の長さの間の電界の変化が非常に激しいときには、上式の右辺を左辺に比べて

無視できる。すなわち電界ベクトルはスカラーポテンシャルから導ける。

■Case B z 方向に電磁波が伝搬するとき、例えば、マイクロ波導波管、同軸ケーブル、進行波

管の場合を考える [2]。

電界ベクトルと磁界ベクトルを z 方向に直角な成分と平行な成分に分ける。

E = Et + zoEz, H = Ht + zoHz. (1-2)

ここで zo は z 方向の単位ベクトルである。同様に

∇ = ∇t + zo
∂

∂z
= ∇t − Γzo. (1-3)

ここで電磁界は z 方向に Γの伝搬定数を持つ、すなわち全ての量が e−Γz で変化していると仮定。

上式をMaxwellの方程式

∇×E = −jωµH, ∇×H = jωεE + J (1-4)

に代入し、c2 = 1/
√
εµ, k2 = ω2/c2 とおいて整理すると

−jωµHz = zo(∇t ×Et), (1-5)

jωεEz + Jz = zo(∇t ×Ht), (1-6)

(Γ2 + k2)Et = jωµ(zo ×∇tHz)− Γ∇tEz + jωµJ t, (1-7)

(Γ2 + k2)Ht = −jωε(zo ×∇tEz)− Γ∇tHz + Γ(zo × J t). (1-8)

ただし、添え字 tは z に垂直な成分すなわち x, y 成分であるから、

∇t ×Et =
∂Ey
∂x

− ∂Ex
∂y

(1-9)

∇t ×Ht =
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
(1-10)

ビーム電流が z 方向のみとし、さらに磁界ベクトルの z 方向成分が無い E モードのとき

|Γ|2 � k2, v � c (1-11)

∇tHz = 0 (1-12)

が成立していると (1-6)は
Γ2Et = −Γ∇tEz. (1-13)

ここで

Ez = −∂ϕ
∂z

= Γϕ (1-14)

とおくと
Et = −∇tϕ (1-15)

すなわち電界はスカラーポテンシャルから導ける。次に

Γ2 + k2 = 0 または v = c (1-16)

のときは、主モード (同軸線路の最低次モード)であり

Ez = Hz = 0 (1-17)

これを (1-4)に代入すると
∇tEt = 0 (1-18)

Et がスカラーポテンシャルから導ける。

1.2 (p.3) 式 (1.13)の導出

式 (1.11) の両辺に vdt をスカラー的に乗ずると右辺第二項はゼロで −eEvdt = −eEdr =

d(eφ) に等しい。左辺は

vdp = m0vd

(
v√

1− v2/c2

)
= m0

vdv√
1− v2/c2

+m0v · v dvv/c2

(1− v2/c2)3/2
(1-19)

vdv = (1/2)dv2 = (1/2)dv2 = vdv を用いて

= m0dv

(
v

(1− v2/c2)1/2
+ v

v2/c2

(1− v2/c2)2/3

)
= m0vdv

1− v2/c2 + v2/c2

(1− v2/c2)3/2

= m0vdv
1

(1− v2/c2)3/2

= m0d
c2√

1− v2/c2
. (1-20)

これと上記の d(eφ) と等置し、速度ゼロでの電位を φ0 として積分すると

m0c
2√

1− v2/c2
−m0c

2 = e(φ− φ0) (1-21)

1.3 (p.5) 相反性について

相反性の証明は、ds → −dsとおいて軌道方程式 (1.18)に代入する方法と、dt → −dt とおい
て運動方程式 (1.13)に代入する方法の 2通りがある。
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3.1 (p.15) 磁位について

式 (3.2)にあるように、磁位 ψ(単位は Aターン) の微分を磁界強度と定義するのが国際標準で

ある。「ナノ電子光学」では ψ(単位はWb/m)を p.20の最下段にあるように、磁位に真空中の透

磁率を乗じたものと再定義している。

ψ は、このテキストの前身の「電子・イオンビーム光学」1994では磁位と記述して、その勾配

が磁束密度としていた。これは Glaserの教科書 [3]などドイツ人達の定義であった。

3.2 (p.18) (3.14)の導出

回転対称系における電 (磁)位のべき級数展開

テキスト式 (3.13)を式 (3.12)に代入し、

1

r

∂

∂r
(r
∂

∂r

∞∑
n=0

an(z)r
n) +

∂2

∂z2

∞∑
n=0

an(z)r
n = 0 (3-1)

1

r

∂

∂r
(r

∞∑
n=0

nan(z)r
n−1) +

∞∑
n=0

a
′′

n(z)r
n = 0 (3-2)

1

r

∂

∂r
(

∞∑
n=0

nan(z)r
n) +

∞∑
n=0

a
′′

n(z)r
n = 0 (3-3)

1

r
(

∞∑
n=0

n2an(z)r
n−1) +

∞∑
n=0

a
′′

n(z)r
n = 0 (3-4)

∞∑
n=0

n2an(z)r
n−2 +

∞∑
n=0

a
′′

n(z)r
n = 0 (3-5)

∞∑
n=0

(n2an(z)r
n−2 + a

′′

n(z)r
n) = 0　 (3-6)

r の同じべきの項が互いに独立にゼロの必要。項を書き並べると、

02a0r
−2 + a

′′

0 r
0 (3-7)

+12a1r
−1 + a

′′

1 r
1 (3-8)

+22a2r
0 + a

′′

2 r
2 (3-9)

+32a3r
1 + a

′′

3 r
3 (3-10)

+42a4r
2 + a

′′

4 r
4 (3-11)

· · · (3-12)

+n2anr
n−2 + a

′′

nr
n (3-13)

· · · (3-14)

(3-7)式で r = 0のときにもゼロになるために、a0 = 0。より、r−1 の係数 a1 = 0で、

rn−2(n2an + a
′′

n−2) = 0 (3-15)

であるから、
n2an + a

′′

n−2 = 0, (n = 2, 3, 4, · · ·) (3-16)

より、(3.14)が導出できる。この導出過程において、a−2や a−1 がでてくるが、(3-6)の和の下限

は本来、n = −∞から始まるが、r = 0で電位有限のために nが負の係数はゼロとなり、初項が

n = 0から始まる。(3-15)で n = 1とおくと a1 = 0すなわち奇数べき項はゼロ。

3.3 (p.20) 式 (3.23)の導出

テキスト式 (3.22)にm = 0, 1, 2, · · ·のとき、kを変えて代入して係数を決める。k = −∞から
始まるが、r = 0で発散するため、k は負の値をとらない。従って、am,−2 = am,−1 = 0。

m = 0のとき
k = 0 a′′0,−2 = 0

k = 1 a0,1 + a′′0,−1 = 0 a0,1 = 0 以降、k が奇数のとき a0,k = 0

k = 2 4a0,2 + a′′0,0 = 0 a0,2 = −a′′0,0/4
k = 3 9a0,3 + a′′0,1 = 0 a0,3 = 0

k = 4 16a0,4 + a′′0,2 = 0 a0,4 = −a′′0,2/16

φ(r, ϕ, z) = a0,0 −
a′′0,2
4
r2 +

a′′′′0,4

64
r4 + · · · (3-17)

m = 1のとき
k = 0 −a1,0 + a′′1,−2 = 0 a1,0 = 0 以降、k が偶数のとき a1,k = 0

k = 1 a′′1,−1 = 0

k = 3 8a1,3 + a′′1,1 = 0 a1,3 = −a′′1,1/8

φ(r, ϕ, z) = (a1,1 cosϕ+ b1,1 sinϕ)r −
1

8
(a′′1,1 cosϕ+ b′′1,1 sinϕ)r

3 + · · · (3-18)

m = 2のとき
k = 0 −4a2,0 + a′′2,−2 = 0

k = 1 −3a2,1 + a′′2,−1 = 0 a2,1 = 0

k = 2 a′′2,0 = 0

k = 3 5a2,3 + a′′2,1 = 0 a2,3 = 0 以降、k が奇数のとき a2,k = 0

k = 4 12a2,4 + a′′2,2 = 0 a2,4 = −a′′2,2/12

φ(r, ϕ, z) = (a2,0 cos 2ϕ+ b2,2 sin 2ϕ)r
2 − 1

12
(a′′2,2 cos 2ϕ+ b′′2,2 sin 2ϕ)r

4 (3-19)

m = 3のとき
k = 0 −9a3,0 + a′′3,−2 = 0 a3,0 = 0

k = 1 −8a3,1 + a′′3,−1 = 0 a3,1 = 0

k = 2 −5a3,2 + a′′3,0 = 0 a3,2 = 0

k = 3 a′′3,1 = 0

k = 4 7a3,4 + a′′3,2 = 0 a3,4 = 0 以降、k が偶数のとき a3,k = 0

φ(r, ϕ, z) = (a3,3 cos 3ϕ+ b3,3 sin 3ϕ)r
3 + · · · (3-20)
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m = 4のとき
k = 0 −16a4,0 + a′′4,−2 = 0 a4,0 = 0

k = 1 −15a4,1 + a′′4,−1 = 0 a4,1 = 0

k = 2 −12a4,2 + a′′4,0 = 0 a4,2 = 0

k = 3 −7a4,3 + a′′4,1 = 0 a4,3 = 0

k = 4 a′′4,2 = 0

φ(r, ϕ, z) = (a4,4 cos 4ϕ+ b4,4 sin 4ϕ)r
4 + · · · (3-21)

よって、m = 0 ∼ 4 まで合わせるとテキスト式 (3.23) になる。ただし、テキストでは係数を

a1,1 = φ1c, b1,1 = φ1s などのように置き換えている。

3.4 (p.20) 式 (3.23)補足説明一部訂正

応用数学の教科書によると、z 軸を含む領域でのラプラス解の一般解は円筒座標系での変数分

離形で表現すると次である。∑
m,k

{cosmϕ(Am,kekz +Bm,ke
−kz) + sinmϕ(Cm,ke

kz +Dm,ke
−kz)}Jm(kr). (3-22)

ここで、mはゼロを含む正の整数、k は実数である。今、例えば m = 0 とおき J0(kr) を r = 0

に関してべき級数展開すると∑
k

(1− (kr)2

4
+

(kr)4

64
− · · ·)(A0,ke

kz +B0,ke
−kz). (3-23)

ここで φ0(z) =
∑
k(A0,ke

kz +B0,ke
−kz) とおくと上式は

φ0(z)−
r2

4

d2φ0(z)

dz2
+
r4

64

d(4)φ0(z)

dz4
− · · · . (3-24)

となり、式 (3.23)の回転対称成分と一致する。他の m についても同様である。

4.1 (p.38) 式 (4.76)(ピヒト変換)から式 (4.77)の導出

2階線形微分方程式
x′′ + px′ + qx = 0 (4-1)

から 1次の微係数の項を消去する。そのために、変数変換

x = f(z)X(z), x′ = f ′X + fX ′, x′′ = f ′′X + 2f ′X ′ + fX ′′ (4-2)

を代入すると、

f ′′X + 2f ′X ′ + fX ′′ + p(f ′X + fX ′) + qfX = 0,

fX ′′ + (2f ′ + pf)X ′ + (f ′′ + pf ′ + qf)X = 0

いま、1次微分の項の係数 2f ′ + pf = 0 とおくと、

f ′ = −1

2
fpより、

df

f
= −p

2
dz, log f = −1

2

∫
pdz

近軸軌道方程式 (4.19)より、

p =
Φ′

2Φ
(4-3)

なので、

log f = −1

2

∫
pdz = −1

2

∫
Φ′

2Φ
dz = −1

4
log Φ = logΦ−1/4

よって、
f = Φ−1/4 (4-4)

これが、ピヒト変換 (式 (4.76))の係数。

もとの方程式は 2f ′ + pf = 0, f ′′ = −1
2 (pf)

′ = −1
2 (p

′f + pf ′)から

fX ′′ + (2f ′ + pf)X ′ + (f ′′ + pf ′ + qf)X = 0

fX ′′ + (f ′′ + pf ′ + qf)X = 0

fX ′′ + ((−1

2
(p′f + pf ′)) + pf ′ + qf)X = 0

X ′′ + (
1

2
(pf ′ − fp′)/f + q)X = 0

X ′′ + (
1

2
pf ′/f − 1

2
p′ + q)X = 0

p′ = (
Φ′

2Φ
)′ =

Φ′′Φ− Φ′2

2Φ2
, f ′ = −1

2
fp = −1

2
Φ−1/4 Φ

′

2Φ
= −1

4
Φ−5/4Φ′,

pf ′/f =
Φ′

2Φ
(−1

4
Φ−5/4Φ′)/Φ−1/4 = −1

8
(
Φ′

Φ
)2, q =

Φ′′

4Φ
+

eB2

8mΦ
などより

X ′′ +

[
1

2
(−1

8
(
Φ′

Φ
)2)− 1

2
(
Φ′′Φ− Φ′2

2Φ2
) + (

Φ′′

4Φ
+

eB2

8mΦ
)

]
X = 0 (4-5)

X ′′ +

[
3

16

(
Φ′

Φ

)2

+
eB2

8mΦ

]
X = 0 (4-6)

となり、[ ]内は正である。したがって、X(z)は集束する関数になる。電界のみの時、B = 0と

おけば、式 (4.77)となる。

4.2 (p.38) 式 (4.77)から式 (4.78)への変形

d2X∗

dz2
= − 3

16

(
Φ′

Φ

)2

X∗ (4-7)

z0 → zi で定積分して
dX∗

dz

∣∣∣∣zi
z0

= − 3

16

∫ zi

z0

(
Φ′

Φ

)2

X∗dz (4-8)

上式の左辺は

(X∗
1 −X∗

0 )
′
= X

′

1Φ
1/4
1 +X1(1/4)Φ

−3/4
1 Φ

′

1 −X
′

0Φ
1/4
1 −X0(1/4)Φ

−3/4
0 Φ

′

0 (4-9)
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z ≤ z0, z ≥ z1 ではレンズ界がゼロつまり無電界であるから Φ′
1 = Φ′

0 = 0、平行入射とすると

X ′
0 = 0, X ′

1 = −X0/f(図 4.5参照)で、上式は

(X∗
1 −X∗

0 )
′
= −X0Φ

1/4
1 /f (4-10)

薄肉レンズ近似では レンズ中での X∗ が変化しないと仮定するから、右辺の被積分関数中

の X∗ は積分外に出せ、X0Φ
1/4
0 とおける。右辺と左辺を等置すると

−X0Φ
1/4
1

1

fi
= − 3

16
X0Φ

1/4
0

∫ (
Φ′

Φ

)2

dz. (4-11)

整理して、
1

fi
=

3

16

(
Φ0

Φ1

)1/4 ∫ zi

z0

(
Φ′

Φ

)2

dz (4-12)

テキスト式 (4.45)より、
1

fi
=

1

f0

√
Φ0

Φi
(4-13)

である。よってテキスト式 (4.78)が導出された。

4.3 (p.39) 図 4.10で漸近結像の物面が z̃o であることの説明。

G̃I 軌道の漸近線が 1になる z 座標 z̃∗0 と z̃o が等しくなっていることを証明する。

G̃II(z) = c1G̃I(z) + c2H̃(z) (4-14)

とおいて、初期条件

G̃II(z0) = G̃I, H̃(z0) = 0 と G̃′
II(−∞) = 0, H̃ ′(−∞) = 1 (4-15)

を上式に入れると、

G̃II(z0) = c1G̃I(z0)より、c1 = 1 。G̃′
II(−∞) = G̃′

I(−∞) + c2H̃
′(−∞)より c2 = − G̃

′
I(−∞)

H̃ ′(−∞)

よって、

G̃II(z) = G̃I(z)−
G̃′

I(−∞)

H̃ ′(−∞)
H̃(z) (4-16)

また、z → −∞で

G̃II(z) = 1 = G̃I(z)−
G̃′

I(−∞)

H̃ ′(−∞)
H̃(z)より、

1− G̃I(z)

G̃′
I(−∞)

=
−H̃(z)

H̃ ′(−∞)
(4-17)

の関係があるので、G̃I軌道の漸近線が 1になる z座標を z̃∗o としているから、G̃I軌道は z → −∞
で、

G̃I(z) = G̃′
I(−∞)(z − z̃∗0) + 1より、z̃∗0 = z − G̃I(z)− 1

G̃′
I(−∞)

= z − H̃(z)

H̃ ′(−∞)
(4-18)

一方、H̃ 軌道の漸近線が 0になる z 座標が z̃0 なので、H̃ 軌道は z → −∞で、

H̃(z) = H̃ ′(−∞)(z − z̃0) (4-19)

であるので、z → −∞で、

z̃0 = z − H̃(z)

H̃ ′(−∞)
(4-20)

これは、上記の式 (4-18)の z̃∗0 と等しい。すなわち、

z̃0 = z̃∗0 (4-21)

である。

4.4 (p.39,40) 図 4.10に G̃IV 軌道を追加した光線図 (物と像の両方が漸近結像)

像側も漸近結像になった時に図 4.10の G̃I 軌道を G̃IV 軌道で置き換えて考える。したがって、

図 4.10の時と f̃0 や f̃i の値が異なる。図 4.10の中の l̃i や zfi は像側が漸近結像ではないときの

説明用の変数。G̃IV 軌道を追加した図を図 1に示す。

結像する条件から G̃IV(z0) = G̃II(z0), G̃IV(zi) = G̃II(zi), H̃(z0) = H̃(zi) = 0であり、さら

に、関係する式は (4.81)と (4.82)、(5.28)で、

G̃II(−∞) = 1, G̃′
II(−∞) = 0, G̃′

II(∞) = − 1

f̃i
(4-22)

G̃IV(z → ∞) =M, G̃′
IV(z → ∞) = 0, G̃′

IV(−∞) =
M

f̃0
(4-23)

H̃ → (z − z̃0), G̃IV → M

f̃0
(z − z̃f0), at z → −∞ (4-24)

4.5 (p.43) 式 (4.93)の導出

|M | � 1, Θ = π/2のとき、z0 = −d、物面は z � 1より。すなわち、励磁が強いときΘ > π/2

で、z0 > −d(図 2の赤線)。反対に、励磁が弱いとき Θ < π/2で、z0 < −d(図 2の青線)。

4.6 (p.52) 図 4.26 バイポテンシャルレンズの薄肉近似光線図

図 4.26の近似光線図を作図する。作図に必要な式は式 (4.123)で、

x2 =
x1
σ
, x′2 =

x′1
σ

− x1
fi
, x′1 = x′2σ +

x2
f0
,

fi = f∗σ, f0 = f∗/σ, fi/f0 = σ2, fi/σ = f0σ = f∗, σ =

(
V2
V1

)1/4

(4-25)

であり、式 (4.126)や式 (4.127)で与えられるレンズ公式や倍率公式が成り立っている。

1

p
+

1

q
=

1

f∗
, |M | = q

p

1

σ
(4-26)

作図方法は、

1. x = 1の軸に平行な直線 (z < 0)

2. (fi/σ, 0)と (0, 1/σ)を通る直線 (z > 0)

3. x = −|M |の軸に平行な直線 (z > 0)
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図 1 物と像の両方が漸近結像の時

4. (−f0σ, 0)と (0,−|M |σ)を通る直線 (z < 0)

を順に書く。結果を図 3に示す。

5.1 (p.64) 収差の英語表記

球面収差だけが aberration という単語がつく。ちなみに、coma は彗星のしっぽという意味。

comaは彗星の頭。もともと髪という意味。

5.2 (p.73) 8行目　「(a)z1におくほうが、(b)z∗2 におくよりも収差が少なくてすむ」、に関連して

SEMでは (b)の条件で使っていることもある。弱励磁の時を考慮している。

-d d

z
0

z

Θ>π/2

Θ=π/2

Θ<π/2

図 2 均一磁界モデルでの軌道 (|M | � 1)

z
h0 z

i
z
0 f

a

p

q

z

x

b

Mσ M

f
i
σ

1 σ

f
i

z
hi

z
fi

z
f0

V
2

V
1

f σ

図 3 バイポテンシャルレンズの薄肉近似光線図。σ = 3/2, |M | = 4/3, fi/σ = f0σ = 1の時の作図。
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5.3 (p.74) 式 (5.36)の導出

y =
B2

Φ
(5-1)

両辺の logを取って、 log y = logB2 − log Φ (5-2)

両辺を微分して 0とおくと、
dy

y
= 2

dB

B
− dΦ

Φ
= 0 (5-3)

よって、 2
∆B

B
=

∆Φ

Φ
(5-4)

5.4 (p.74) 式 (5.37)の意味

u0G(z; ε) + u′0H(z; ε), ε =
∆Φ

Φ
(5-5)

を εで展開したときの初項が式 (5.37)。2次以上を無視。

5.5 (p.75) 図 5.18のラベルに関して

色収差係数は物理的には負値をとる。しかし、p.282の 10行に説明したように負号を外して議

論するのが慣習。CR と CM についてはラベルに dが抜けているので CRd/f̃m と CMd/f̃m と d

を追加する。全て無名数である。式 (5.39)を式 (4.104)を使って計算すると確認できる。

5.6 (p.78) 式 (5.50)から式 (5.51)の変形

式 (5.50)の被積分関数第 4項を部分積分で変形する。

(
√
ΦSS′H4)′ =

√
ΦSS′′H4 +

Φ′

2
√
Φ
SS′H4 +

√
ΦS′2H4 +

√
ΦSS′H ′4H3 (5-6)

で、この右辺第 1項が式 (5.50)の第 4項であり、部分積分できる。すなわち∫ z1

z0

−
√
ΦSS′′H4dz = −

[√
ΦSS′H4

]z1
z0

+

∫ z1

z0

√
Φ

(
S′2 +

1

2
S2S′ + 4SS′H

′

H

)
H4dz(5-7)

=

∫ z1

z0

√
Φ

(
S′2 +

1

2
S2S′ + 4SS′H

′

H

)
H4dz (5-8)

(5-7)の第 1項は z = z0, z = z1 のとき H(z) = 0だからゼロ。よって、式 (5.50)の他の項とま

めると式 (5.51)になる。

5.7 (p.79) 式 (5.55)から式 (5.56)、式 (5.57)への変形

式 (5.55)を式 (5.41)に代入する。

C̃s =
e

96mΦ∗

∫ ∞

−∞
H̃4

(
2e

mΦ∗B
4 + 5B′2 −BB′′

)
dz (5-9)

=
e

96mΦ∗

∫ ∞

−∞

[
f̃0(1− 1/M)

]4( 2e

mΦ∗B
4 + 5B′2 −BB′′

)
dz (5-10)

= (1− 1/M)4 · e

96mΦ∗

∫ ∞

−∞
f̃40

(
2e

mΦ∗B
4 + 5B′2 −BB′′

)
dz (5-11)

　　　　　　後半の部分はM → ∞のときのC̃sでC̃s0とおく。
= (1− 1/M)4C̃s0 (5-12)

同じく、式 (5.43)に代入すると

C̃c =
−e

8mΦ∗

∫ ∞

∞
H̃2B2dz (5-13)

= (1− 1/M)4 · −e
8mΦ∗

∫ ∞

∞
f̃0

2
B2dz (5-14)

= (1− 1/M)4C̃c0 (5-15)

M → ∞のときのC̃cをC̃c0とおく。

5.8 (p.82) C̃s1 と C̃s1 の導出

9行目からの導出過程。

(i) f̃1 = f̃1,min = 1.5

(ii) b1 = f̃1a1(a1 − f̃1) = 1.5× 150(150− 1.5) = 50
33 = 1.515151 · · · = 1.515,

−M1 = b1/a1 = 50
33/150 = 1

99 = 10−2,

2M1r0 = 1
993× 10−2 = 1

3300 = 3× 10−4

(iii) −M2 = b2/(l − b1) = 200/(100− 1.515) = 2.0307 · · · = 2.0,

f̃2 = b2/(1−M2) = 200/(1 + 2.0307) = 65.99 · · · = 66,

f̃2/f̃2,min = 65.99/25 = 2.63965 · · · = 2.6,

図 4.15で縦軸が 2.6のとき、横軸は 0.18。

(iv) レンズ 1に対して、k2/k2min = 1であるから、図 5.11から C̃s0/f̃min の値を読むと 1.2であ

る。f̃1,min = 1.5であるから、C̃s1 = 1.2× f̃1,min = 1.2× 1.5 = 1.8,

レンズ 2に対して、(β/βmin)
2
= (k/kmin)

2 だから、(k/kmin)
2 = 0.18。図 5.11から横軸が

0.18の時の値を読むと C̃s2/fmin = 12、図 5.12から |M | = 2のときの C̃s2/C̃s20 = 5 よっ

て C̃s2 = 25× 12× 5 = 1500。

6.1 (p.92) 式 (6.2)から式 (6.3)の変形

式 (6.2)および U の代わりに Ū とした式の両辺に Ū と U をそれぞれかけて、その 2式の辺々

を足すと、

U ′′Ū + UŪ ′′ + (
Φ′

2Φ
)(U ′Ū + UŪ ′) + (

Φ′′ + ρ/ε0
4Φ

+
e

8mΦ
B2)(2UŪ) = 0 (6-1)

2r(r′′ +
1

4r3
(U ′Ū − UŪ ′)2) + (

Φ′

2Φ
)(2rr′) + (

Φ′′ + ρ/ε0
4Φ

+
e

8mΦ
B2)(2r2) = 0 (6-2)

r′′ + (
Φ′

2Φ
)r′ +

[
Φ′′ + ρ/ε0

4Φ
+

e

8mΦ
B2 +

1

4r4
(U ′Ū − UŪ ′)2)

]
r = 0 (6-3)

(U ′Ū − UŪ ′)2 = (2jr2(ϕ′ − θ′))2 = −4r4(ϕ′ − θ′)2 なので

r′′ + (
Φ′

2Φ
)r′ +

[
Φ′′ + ρ/ε0

4Φ
+

e

8mΦ
B2 − (ϕ′ − θ′)2

]
r = 0 (6-4)

r′′ + (
Φ′

2Φ
)r′ +

[
Φ′′ + ρ/ε0

4Φ
+

e

8mΦ
B2(1− r4c

r4
B2
c

B2
)

]
r = 0 (6-5)

rc は陰極を出発するときの r、Bc は陰極面での Bz である。ここで、以下の関係を使った。
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式 (5.5)から r2(ϕ̇− ωL) = 一定。陰極で ϕ̇ = 0とすると −r2cωc = r2(ϕ̇− ωL)

r(ϕ′ − θ′)2 = (r2(ϕ̇− ωL))
2 1

r3v2
=
r4cω

2
c

r3v2
=

r4c
r3v2

e2B2
c

4m2
=

B2
cr

4
c

r3
e

Φ8m
(6-6)

6.2 (p.92) 式 (6.9)の導出

式 (6.6)で、u =
√
ln(R/R0)と変数変換し、R0 = Rm, R

′
0 = 0とおくと、

u =
√

ln(R/Rm), u2 = ln(R/Rm), 2udu =
dR

R
,

dR

u
= 2Rdu.

R

Rm
= eu

2

(6-7)

より

R′2 −R′2
0 = K2 ln

R

R0
= K2u2 (6-8)

R′2 = K2u2 (6-9)

R′ = Ku,
dR

u
= Kdz (6-10)∫ R

Rm

dr

u
=

∫ R

Rm

dr√
ln(R/Rm)

=

∫ z

0

Kdz = Kz (6-11)

左辺 =

∫ √
lnR/Rm

0

2Rdu = 2Rm

∫ √
lnR/Rm

0

R

Rm
du = 2Rm

∫ √
lnR/Rm

0

eu
2

du(6-12)

以上より、式 (6.9)が導出された。

Kz =

∫ R

Rm

dr√
ln(R/Rm)

= 2Rm

∫ √
lnR/Rm

0

eu
2

du (6-13)

6.3 (p.94) 式 (6.15)の導出

ここはビーム中で電位が変化するから K2 を K2(Φo/Φ)
3/2 に変える必要がある。これは、

K = 174

√
I0/Φ

3/2
0 の代わりにK = 174

√
I0/Φ3/2 と考えることに相当する。

R = Φ−1/4R∗ (6-14)

R′ = Φ−1/4R∗′ − 1

4
R∗Φ−5/4Φ′ (6-15)

R′′ = R∗′′Φ−1/4 − 1

2
R∗′Φ−5/4Φ′ +R∗

{
5

16
Φ−9/4(Φ′)2 − 1

4
Φ−5/4Φ′′

}
(6-16)

これらを式 (6.5)(B = 0)に代入すると

R′′ +
Φ

2Φ0
R′ +

Φ′′

4Φ
R−K2

(
Φ0

Φ

)3/2
1

2R
= 0 (6-17)

R∗′′Φ−1/4 +
3

16
Φ′2Φ−9/4R∗ − K2

2

(
Φ0

Φ

)3/2
1

R∗Φ−1/4
= 0 (6-18)

R∗′′ +
3

16

(
Φ′

Φ

)2

R∗ − K

2

(
Φ0

Φ

)3/2
1

R∗Φ
1/2 = 0 (6-19)

Z = K
z

R0
, dZ =

K

R0
dz, dZ2 =

K2

R2
0

dz2, R0 = Φ
−1/4
0 R∗

0 を代入すると

(
K

R0

)2
d2R∗

dZ2
+

(
K

R0

)2
3

16

(
1

Φ

dΦ

dZ

)2

R∗ − K2

2

(
Φ0

Φ

)3/2
Φ1/2

R∗ = 0 (6-20)

1

Φ
−1/2
0 R∗

0
2

d2R∗

dZ2
+

1

Φ
−1/2
0 R∗

0
2

3

16

(
1

Φ

dΦ

dZ

)2

R∗ − Φ1/2

2R∗

(
Φ0

Φ

)3/2

= 0 (6-21)

d2(R∗/R∗
0)

dZ2
+

3

16

(
1

Φ

dΦ

dZ

)2
R∗

R∗
0

− 1

2(R∗/R∗
0)(Φ/Φ0)

= 0 (6-22)

となり、式 (6.15)が導出される。

6.4 (p.95) 式 (6.16)の導出

式 (6.15)を考えたときと同様に、ビーム中で電位が変化するから K2 を K2(Φo/Φ)
3/2 に変え

る必要がある。これは、K = 174

√
I0/Φ

3/2
0 の代わりに K = 174

√
I0/Φ3/2 と考えることに相当

する。

式 (6.5)で R = R0(一定)、R′ = R′′ = 0、B = 0とおき、F (z) = Φ(z)/Φ0 とおくと

R0

4Φ

d2Φ

dz2
− K2

2

(
Φ0

Φ

)3/2
1

R0
= 0 (6-23)

R0

4Φ0

Φ0

Φ

d2Φ

dz2
− K2

2

(
Φ0

Φ

)3/2
1

R0
= 0 (6-24)

R0

4

d2F

dz2
− K2

2

1

F 1/2

1

R0
= 0 (6-25)

d2F

dz2
=

2K2

R2
0F

1/2
(6-26)

であるから、Z = K z
R0
の関係を使って、

dF

dz
=
dF

dZ

dZ

dz
=
dF

dZ

K

R0
(6-27)

よって

(6− 26)の左辺 =
d2F

dz2
=

K

R0

d

dz

(
dF

dZ

)
=

(
K

R0

)2
d2F

dZ2
(6-28)

(6-26)と合わせて、
d2F

dZ2
=

2

F 1/2
(6-29)

さらに、この式を積分すると ∫
d2F

dZ2

dF

dZ
dZ =

∫
2

F 1/2

dF

dZ
dZ (6-30)

(6− 30)の左辺 =
dF

dZ

dF

dZ
−
∫
d2F

dZ2

dF

dZ
dZ (6-31)
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よって、

(6− 30)の左辺 =

∫
d2F

dZ2

dF

dZ
dZ =

1

2

(
dF

dZ

)2

(6-32)

一方、

(6− 30)の右辺 =

∫
2F−1/2dF = 4F 1/2 (6-33)

両者を合わせると (
dF

dZ

)2

= 8F 1/2 (6-34)

初期条件、F ′
0 = (dF/dZ)0, F (z = 0) = 1を入れると(

dF

dZ

)2

− F ′2
0 = 8(

√
F − 1) (6-35)

Φが減少状態であるから、dF/dZ < 0であることに注意して、

dF

dZ
= −

√
8(
√
F − 1) + F ′2

0 (6-36)

Z = −
∫ F

1

dF√
8(
√
F − 1) + F ′

0
2

(6-37)

積分を行うために、
√
F = x, F ′

0
2
= Aとおく。

dF

2
√
F

= dx, dF = 2
√
Fdx = 2xdxであるから、

Z = −2

∫ √
F

1

xdx√
A− 8 + 8x

= − 1√
2

∫ √
F

1

xdx√
x− 1 +A/8

(6-38)

ここで積分公式 [6]の p.96:

∫
xdx√
ax+ b

=
2

3a2
(ax− 2b)

√
ax+ bを用いると

Z = − 2

3
√
2

(
(
√
F + 2− A

4
)

√
√
F − 1 +

A

8
−

√
A√
8
(3− A

4
)

)
(6-39)

F ′
0 < 0であるから

√
A = −F ′

0 に留意して上式をまとめると

Z = − 2

3
√
2

(
√
F + 2− F ′

0
2

4
)

√
√
F − 1 +

F ′
0
2

8
+ F ′

0

1√
8
(3− F ′

0
2

4
)

 (6-40)

= −1

6
F ′
0

(
3− F ′

0
2

4

)
−

√
2

3

(
√
F + 2− F ′

0
2

4

)√
√
F − 1 +

F ′
0
2

8
(6-41)

となり、式 (6.16)が得られる。

6.5 (p.96) 式 (6.9)から式 (6.19)の導出

式 (6.9)は最小ビーム径位置からの積分であるから、式 (6.9)の左辺に z = L/2 を代入し、右

辺の積分上限に端での半径 R = D/2を代入すると式 (6.19)が得られる。

α
0

π/2

α
0
π/2

α
i

M

φ

v=v
i

v=v
m

図 4

6.6 (p.96) 式 (6.19)の計算

D

2Rm
= xとおくと式 (6.19)の右辺 =

1

x

∫ √
ln x

0

eu
2

du

√
lnx = y とおくと、x = ey

2

であるから、数値計算は
1

ey2

∫ y

0

eu
2

du

に対して行う。この積分値は y = 0.925で極大値 0.5413を取る。この y の値は、

xの値に戻すと 2.35に相当する。

7.1 (p.109) 式 (7.10)の導出

エネルギー保存則 (1/2)mv20 + eφ = (1/2)mv2i を式 (7.9)に代入して v0 を消去して

sin2 αi = (v2i − 2(e/m)φ) sin2 α0/M
2v2i (7-1)

viを v と読み替えると、

sin2 αi = (v2 − 2(e/m)φ) sin2 α0/M
2v2 (7-2)

α0 の取り得る最大値は π/2であるから積分範囲は v の大きさによって 2つの領域に分けられ

なければならない。φとM sinαi を一定のまま v0 を減少させると、式 (7.9)により sinα0 が逆

比例に増大する。しかし α0 は π/2を越えることは不可能で、θ は αi よりも小さくなる (図 4参

照)。α0 = π/2の時、式 (7.9)を (7-2)に代入すると、(v2 − 2eφ/m) =M2v2 sin2 αi これを満た

す v を vm とおく。

v2m =
2eφ

m
(1−M2 sin2 αi)

−1 (7-3)

すなわち 2eφ/m ≤ v2 ≤ v2m のとき θ の上限値は sin2 θ ≤ (v2 − 2eφ/m)/M2v2 で決まる。式

(7.7)の積分の上限・下限は次となる。(∫ vm

√
2eφ/m

dv

∫ θm

0

dθ +

∫ ∞

vm

dv

∫ αi

0

dθ

)
πv3 sin 2θe−mv

2/2kT (7-4)
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ここで θm は sin2 θm = (v2 − 2(e/m)φ)/M2v2 を満たすので、

∫ θ

0

dθ sin 2θ = (1/2) [− cos 2θ]
θ
0 = (1/2)(1− cos 2θ) = sin2 θ (7-5)

であり、(7-4)の積分は∫ vm

√
2eφ/m

dvπv3e−mv
2/2kT (v2 − 2eφ/m)/M2v2 +

∫ ∞

vm

dvπv3 sin2 αie
−mv2/2kT (7-6)

積分公式∫
ve−av

2

dv = − 1

2a
e−av

2

,

∫
v3e−av

2

dv = − 1

2a2
e−av

2

(1 + av2), a =
m

2kT
(7-7)

と

av2m =
1

1−M2 sin2 αi

eφ

kT
, a(

√
2eφ/m)2 =

eφ

kT
= 2a

eφ

m
, (7-8)

などと式 (7.6)を用いて整理する。

J = Ke
eφ
kT

(∫ vm

√
2eφ/m

dvπv3e−
mv2

2kT (v2 − 2eφ/m)/M2v2 +

∫ ∞

vm

dvπv3 sin2 αie
−mv2

2kT

)

=
2a2J0
π

(
π

M2

∫ vm

√
2eφ/m

(v3e−av
2

− 2eφ

m
ve−av

2

)dv + π sin2 αi

∫ ∞

vm

dvv3e−av
2

)

=
2a2J0
M2

([
− 1

2a2
e−av

2

(1 + av2) +
2eφ

m

1

2a
e−av

2

]vm
√

2eφ/m

+M2 sin2 αi

[
− 1

2a2
e−av

2

(1 + av2)

]∞
vm

)

=
2aJ0
M2

(
e−av

2
m

(
− 1

2a
(1 + av2m) +

eφ

m

)
− e−eφ/(kT )

(
− 1

2a
(1 + eφ/(kT )) +

eφ

m

)
+M2 sin2 αi

1

2a
e−av

2
m(1 + av2m)

)
=

2aJ0
M2

(
−(1−M2 sin2 αi)e

−av2m 1 + av2m
2a

+
eφ

m
e−av

2
m + e−eφ/(kT ) 1

2a

)
=

J0
M2

(
−(1−M2 sin2 αi)e

−av2m(1 + av2m) +
eφ

kT
e−av

2
m + e−eφ/(kT )

)
=

J0
M2

(
e−av

2
m
(
−(1−M2 sin2 αi)

)
+ e−eφ/(kT )

)
=

J0
M2

(
1− e−av

2
meeφ/(kT )(1−M2 sin2 αi)

)
=

J0
M2

(
1− (1−M2 sin2 αi) exp

(
− M2 sin2 αi

1−M2 sin2 αi

))
(7-9)

となり、式 (7.10)が得られる。

7.2 (p.111) 式 (7.27)から (7.28)の導出

式 (7.27)から

J(x, y) = J0
2

π

( m

2kT

)2 1

H2

∫ ∫
e−

m
2kT (ẋ0

2+ẏ0
2)

(∫ ∞

0

że−
m

2kT ż0
2

dż0

)
dx0dy0 (7-10)

= J0
2

π

( m

2kT

)2 1

H2

∫ ∫
e−

m
2kT (ẋ0

2+ẏ0
2) 1

2

(
2kT

m

)
dx0dy0 (7-11)

= J0
1

2π

1

H2

( m

2kT

)∫ ∫
e−

m
2kT (ẋ0

2+ẏ0
2)dx0dy0 (7-12)

ここで σ =
√

kt
mH(z)とおくと

H2 =
( m
kT

)
σ2 (7-13)

ẋ0 =
x− x0G

H
(7-14)

ẏ0 =
y − y0G

H
(7-15)

であるから、代入して、

J(x, y) = J0
1

2π

1

σ2

∫ ∫
e
− H2

2σ2

[
( x−x0G

H )
2
+( y−y0G

H )
2
]
dx0dy0 (7-16)

= J0
1

2πσ2

∫ ∫
e−

1
2σ2 {(x−x0G)2+(y−y0G)2}dx0dy0 (7-17)

となり、(7.28)が導出できた。

7.3 (p.112) 式 (7.32)の導出

式 (7.28)より

J(x, y) = J0
1

2πσ2

∫ ∫
e−

1
2σ2 {(x−x0G)2+(y−y0G)2n}dx0dy0 (7-18)

なぜなら、x2 + y2 ≡ r2, x20 + y20 ≡ R2, 6 QOP ≡ ϕ のとき (x − x0G)
2 + (y − y0G)

2 =

G2R2 + r2 − 2GRr cosϕ であるから。

積分範囲は 0 ≤ R ≤ a, 0 ≤ φ2π なので

J(x, y) = J(r) = J0
1

2πσ2

∫ a

0

dR

∫ 2π

0

dϕRe−
1

2σ2 (r2+G2R2−2GRr cosϕ) (7-19)

ここで、X = (G/σ)Rとおくと、dX = (G/σ)dRだから

J(r) = J0
1

2πσ2
e−

r2

2σ2

∫ Ga/σ

0

( σ
G

)2
X

∫ 2π

0

e−
1
2 (X

2− 2r
GRX

2 cosϕ)dϕdX (7-20)

J(r) = J0
1

2πG2
e−

r2

2σ2

∫ Ga/σ

0

Xe−
X2

2

∫ 2π

0

e(
r
σX cosϕ)dϕdX (7-21)

0次変形ベッセル関数 I0(X)の積分表示より

2πI0(X) =

∫ 2π

0

eX cosϕdϕ (7-22)

J(r) = J0
1

G2
e−

r2

2σ2

∫ Ga/σ

0

e−
X2

2 I0

( r
σ
X
)
XdX (7-23)

9



となり、(7.32)が導出できた。

7.4 (p.113) 式 (7.27)の像面での積分計算

像面のときには式 (7.38) により b → 0。すなわち b 円は a 円に含まれ、軸上値と同じ。

x = y = 0とおき計算した後で H → 0とおく。

m

2kT
(ẋ20 + ẏ20) =

1

2

m

kT

ξ2

H2
=

ξ2

2σ2
, dody0 =

ξ

G
d(
ξ

G
)dϕ =

dϕ

G2
ξdξ (7-24)

式 (7.27)で

dx0dy0に関する積分 =

∫ b

0

ξdξ/G2

∫ 2π

0

dϕe−ξ
2/2σ2

=
2π

G2
(1− e−b

2/2σ2

) (7-25)

b2

2σ2
=

m

2kT
v20m =

m

2kT

M2 sin2 αm

1−M2 sin2 θ2m
(
2eV

m
+ ż2o) =

M2 sin2 αm

1−M2 sin2 αm

(
eΦ

kT
+

m

2kT
ż20

)
M2 sin2 αm

1−M2 sin2 αm
= Aとおくと、1 +A = 1

1−M2 sin2 αm
なので、

J(r) = J0
m

kTG2

∫ ∞

0

ż0e
−(mż20/2kT )dż0

(
1− e−A(eΦ/kT+(m/2kT )ż20)

)
(7-26)

= J0
m

kTG2

[∫ ∞

0

ż0e
−(mż20/2kT )dż0 − e−A(eΦ/kT )

∫ ∞

0

ż0e
−(1+A)(m/2kT )ż20dż0

]
(7-27)

積分公式 (7-7) を用いて積分すると、

J(r) =
Jo
M2

(
1− (1−M2 sin2 αm)e−M

2 sin2 αm/(1−M2 sin2 αm)(eΦ/kT )
)

(7-28)

7.5 (p.114) 式 (7.43)について

• h0 は絞り面で 1。

• ḣ0 はその軌道の r 方向速度。

• ẋ0 はそれ以下の任意の x方向速度。

7.6 (p.115) 式 (7.48)の導出

式 (7.47) の第 1 式を式 (7.46) に代入すると r = ra(−2MBr2a) となり、これに ra =√
−h′iz/(3MB) を代入すると、r = −2MB(

−h′iz
3MB

)3/2 となる。両辺を r3AMB で除すと式

(7.48)の第 1式になり、式 (7.47)の第 2式を式 (7.46)に代入すると r = 0となる。

8.1 (p.120) エミッタンスとアクセプタンスの関係について

エミッタンスとアクセプタンスの関係について。領域 I および II での座標および運動量を

UI = (xI, x
′
I)および UII = (xII, x

′
II)とし、円筒の変換行列をAとした場合、

UII = AUIであるから、UI = A−1UII (8-1)

であり、エミッタンスは UI に対する範囲を示し、アクセプタンスは UII を変換した A−1UII 対

する範囲を示している。

9.1 (p.132) 式 (9.10)の導出

運動方程式は、 (
ẍ
ÿ

)
=

(
x′′ż2

y′′ż2

)
=

−e
m
ż

(
−By
Bx

)
(9-1)

磁界型時、 (
x′′

y′′

)
=

−e
mż

(
−By
Bx

)
=

−e
mż

(
∂ψ
∂y

−∂ψ
∂x

)
=

−e
mż

(
−B(z)x
B(z)y

)
(9-2)

= −
√

e

2mΦ0

(
−B(z)x
B(z)y

)
= β2

(
x
−y

)
(9-3)

9.2 (p.138) 式 (9.23)から式 (9.24)への変形

式 (9.23)に α = αr cos θ, β = αr sin θ を代入し、∆x2 +∆y2 を作って θ を 0から 2π まで積

分し、平均し、それの平方根を α3
rC̄ とおく。つまり実効値をつくる。C̃ が物面で定義されてい

ることに注意し、

α3
rC̃ =

√
1

2π

∫ 2π

0

((∆x/Mx)2 + (∆y/My)2)dθ (9-4)

ここで、

α = αr cos θ, β = αr sin θ (9-5)

∆x =Mx(α
3C1 + αβ2C2) =Mx(C1α

3
r cos

3 θ + C2α
3
r cos θ sin

2 θ) (9-6)

∆y =My(β
3D1 + βα2C2) =My(D1α

3
r sin

3 θ + C2α
3
r cos

2 θ sin θ) (9-7)

を代入して、次の公式 ([6]の p.174)∫ 2π

0

cos6 θdθ =

∫ 2π

0

sin6 θdθ =
5π

8
(9-8)∫ 2π

0

cos4 θ sin2 θdθ =

∫ 2π

0

sin4 θ cos2 θdθ =
π

8
(9-9)

を利用して積分を計算する。∫ 2π

0

∆x2dθ =M2
xα

6
r

(
5π

8
C2

1 +
2π

8
C1C2 +

π

8
C2

2

)
(9-10)∫ 2π

0

∆y2dθ =M2
yα

6
r

(
5π

8
D2

1 +
2π

8
D1C2 +

π

8
C2

2

)
(9-11)

したがって、

C̃ =
1

α3
r

√
1

2π

∫ 2π

0

((∆x/Mx)2 + (∆y/My)2)dθ (9-12)

=
1

4

√
2C2(C1 +D1 + C2) + 5(C2

1 +D2
1) (9-13)

となる。式 (9.24) では C2 の係数が 2 となっているが、1 が正し値である。9 章参考文献 5) の

(15)式が間違えていると思われる。
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10.1 (p.142) 式 (10.4)の近軸軌道方程式の導出手順

静電偏向のとき、式 (10.2)を式 (4.2)に代入し ∂φ/∂y で現れる y2 を無視する。磁界偏向のと

きには式 (4.2)右辺の第 3項での Bz がすでに一次微少量であるから、これによる寄与は無視で

きる。これ以降は変数を tから z に変更し、式 (4.17)を用いると式 (10.5)となる。

式 (4.2)で ∂φ/∂z = 0, Bz = 0とすると、

ÿ = y′′ż2 = −(e/m)żBx (10-1)

y′′ = −e/m
ż
Bx = − (e/m)Bx√

2eΦ/m
= −

√
e/(2mΦ)Bx (10-2)

となるから、(10.3)で x3や xy2 の項を 0とすると

ψ(x, y, z) = −B0(z)x (10-3)

よって、

Bx = −∂ψ
∂x

= B0(z) (10-4)

となるから、式 (10-2)へ代入すると

y′′ = −
√
e/(2mΦ)B0(z) (10-5)

となる。

10.2 (p.144) 大型磁気回路の時間応答特性

p.144 に偏光器の時間応答性を左右する因子を説明している。磁界レンズ、磁界プリズムなど

のそれも基本的に同じである。とくに超高圧電子顕微鏡の対物レンズ、超高分解能磁界プリズム

などのように磁気回路のサイズが大きくなると、磁束密度変化が磁極内部に浸透する所要時間

が大幅に増大し、時間応答特性は非常に遅くなる。前者の例として R. Nishi et al, Meas. Sci.

Technol., 7 (1996) 1124 がある。その所要時間は深さの二乗と透磁率に比例する。

この原因は渦電流であり、必要最小限な説明は、裏 克己：基礎電磁気学、10.3 節、共立出版、

1997 年参照。

11.1 (注) 11章の微分記号

11章の微分記号 ′ は
d

dx
のこと。他の章と異なり、ビームの進む方向が x座標。

11.2 (p.162) 式 (11.18)の近軸軌道方程式の導出

式 (10.4)と同様に導出する。

電界型の時

式 (11.17)の第 2式で、Bz = Br = 0とおくと、

m
d(r2ϕ̇)

dt
= 0 より、r2ϕ̇ = 一定 (11-1)

これに r = r0 + y, ϕ̇ = ω + ϕ̇を代入すると、(r0 + y)2(ω + ϕ̇) = 一定。展開すると、

r20ω + 2r0ωy + ωy2 + r20ϕ̇+ 2r0yϕ̇+ y2ϕ̇ =一定 (11-2)

この式で、0 次項 r20ω が一定、1 次項 2r0ωy + r20ϕ̇ を 0、2 次項 ωy2 + 2r0yϕ̇ + y2ϕ̇ を 0 とお

くと、
2ωy + r0ϕ̇ = 0 (11-3)

さらに、運動方程式 (11.17) の第 1 式に、r = r0 + y, ϕ̇ = ω + ϕ̇ を代入すると、r̈ = ÿ で、

Er = Ey = E0(1− ny/r0)を使って、0次項と 1次項をまとめると、0次項は、

mr0ω
2 = eE0 (11-4)

1次項は、
ÿ =

e

m
E0

n

r0
y + 2r0ωϕ̇+ ω2y (11-5)

(11-3)式を代入して

ÿ =
e

m
E0

n

r0
y − 3ω2y (11-6)

一方、ÿ = d2y
dt2 = d2y

dx2
dx2

dt2 = y′′v2 = y′′(r0ω)
2 だから

y′′(r0ω)
2 =

e

m
E0

n

r0
y − 3ω2y (11-7)

(11-4)を使って、

y′′ = −3− n

r20
y = −

(
βy
r0

)2

y, βy =
√
3− n (11-8)

となり、式 (11.18)の静電型の場合の βy が決まる。

また、運動方程式 (11.17) 第 3 式より mz̈ = −eEz = −eE0(n − 1)z/r0 で、z̈ = d2z
dt2 =

d2z
dx2

dx2

dt2 = z′′v2 = z′′(r0ω)
2 だから

mz̈ = mz′′(r0ω)
2 = −eEz = −eE0(n− 1)z/r0 (11-9)

式 (11-4)を使って

z′′ = − eE0

mr0ω

2n− 1

r20
z = −n− 1

r20
z = −

(
βz
r0

)2

z, βz =
√
n− 1 (11-10)

となり、静電型の場合の式 (11.18)の βz が決まる。

磁界型の場合

運動方程式 (11.17)の第 1式m(r̈ − rϕ̇2) = −erϕ̇Bz を使って、0次項は r̈ = 0とおくと

mrϕ̇2 = erϕ̇Bz, ∴ ϕ̇ = ω =
e

m
Bz =

e

m
B0 (11-11)

同じ運動方程式に r = r0 + y, ϕ̇ = ω + ϕ̇を代入して、1次項をまとめると

mÿ −m(2r0ωϕ̇+ ω2y) = −er0ϕ̇B0(−n/r0)y (11-12)

式 (11-11)を使って、B0 を消すと

ÿ = r0ωϕ̇+ ω2ny (11-13)

次に、運動方程式 (11.17)の第 2式に、r = r0 + y, ϕ̇ = ω + ϕ̇ を代入して、1次項をまとめ

る。md(r2ϕ̇)
dt = er(ṙBz − żBr)で、ϕ̇ = ω を使うと、左辺は、m(2r0ẏω + r20ϕ̈ + 2ryϕ̈ + y2ϕ̈)

となり、1次項は、m(2r0ẏω + r20ϕ̈)。一方、左辺の 1次項は er0ẏB0。 よって、

m(2r0ẏω + r20ϕ̈) = er0ẏB0 (11-14)
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式 (11-11)を使って、
r0ẏω + r20ϕ̈ = 0 (11-15)

両辺を積分すると、
yω + r0ϕ̇ = 0 (y = 0でϕ̇ = 0) (11-16)

これを (11-13)に代入すると、

ÿ = −ω2y + ω2ny = −ω2(1− n)y = y′′(r0ω)
2 (11-17)

より

y′′ = −1− n

r20
y = −

(
βy
r0

)2

y, βy =
√
1− n (11-18)

のとなり、磁界型の場合の式 (11.18)の βy が求まる。

z については、運動方程式 (11.17) の第 3 式 mz̈ = −e(−rϕ̇Br) に z̈ = z′′v2 = z′′(r0ω)
2 と

r = r0 + y, ϕ̇ = ω を代入して、式 (11-11)を使って、さらに 2次項を無視すると

z̈ = z′′v2 = z′′(r0ω)
2 =

e

m
(r0 + y)ϕ̇(−B0nz/r0) = −ω2nz (11-19)

よって、

z′′ = −
(
βz
r0

)2

z, βz =
√
n (11-20)

となり、磁界型の場合の式 (11.18)の βz が求まる。

11.3 (p.163) 式 (11.19)から (11.20)そして (11.21)、(11.22)の導出

式 (11.22)は基本的に式 (4.65)と等価。式 (11.21)は式 (11.19)を含めたもの。

11.4 (p.164) 式 (11.26)から (11.27)への導出

式 (11.26)を直接積分する。∫ x1

x0

y′′dx =

∫
β2ydx (11-21)∫ x1

x0

d2y

dx2
dx = β2

∫
ydx (11-22)[

dy

dx

]x1

x0

= β2

∫
ydx+ c (c : 積分定数) (11-23)

y′1 − y′0 =
tanα

r0
y0 (11-24)

(11-23)の左辺での積分定数は入射面 x = x0 で y′ = 0から、ゼロ。右辺では積分に上下限を代

入するから不要。

11.5 (p.165) 式 (11.32)の導出

式 (11.21)において βy = βz = 1/
√
2, ϕv = ϕ/

√
2とおく。

My =

 cosϕv
√
2 sinϕv 2(1− cosϕv)

−1/
√
2 sinϕv cosϕv

√
2 sinϕv

0 0 1

 (11-25)

a = p/
√
2r0, b = q/

√
2r0 とおくと集束条件は

(p/r0) cosϕv +
√
2 sinϕv + (q/r0)(−(p/r0)/

√
2 sinϕv + cosϕv) = 0 (11-26)

これらから

a+ b+ tanϕv(1− ab) = 0, tanϕv = − a+ b

(1− ab)
, (11-27)

ϕv = − arctan
a+ b

1− ab
+ π = −(arctan a+ arctan b) + π (11-28)

これと式 (11.30)が等価。全行列の各要素は

(1, 1) = cosϕv − b sinϕv, (1, 2) = 0, (1, 3) = 2(1− cosϕv) +
√
2(q/ro) sinϕv(11-29)

(2, 1) = −1/
√
2 sinϕv, (2, 2) = −1/

√
2 sinϕv(p/ro) + cosϕv, (2, 3) =

√
2 sinϕv(11-30)

p = q のとき a = bであり tan(ϕv/2− π/2) = −a = − 1

tan(ϕv/2)

三角関数の半角公式 [7]の p.191から a =
1 + cosϕv
sinϕv

以上から、p = q のとき

(1, 1) = −1, (1, 2) = 0, (1, 3) = 4, (2, 1) = −(1/
√
2) sinϕv, (2, 2) = −1, (2, 3) =

√
2 sinϕv
(11-31)

これは式 (11.32)と等価である。

11.6 (p.168) 式 (11.38)の導出

No. p.329 下 3行参照。

φ = Φ0 + xΦ1 + (x2 − y2)Φ2, E = −∇φ, (11-32)

Ex = −(Φ1 + 2xΦ2), Ey = −(−2yΦ2), Ez = 0 (11-33)

ψ = yΨ1 + 2xyΨ2, B = −∇ψ, (11-34)

Bx = −(2yΨ2), By = −(Ψ1 + 2xΨ2), Bz = 0 (11-35)

11.7 (p.170) 式 (11.42)の導出

式 (11.28)で α = 0,Θ = β とおいて、

My =

 cosβ sinβ 1− cosβ
0 1/ cosβ tanβ
0 0 1

 (11-36)

p = q とおいて、

A = cosβ (11-37)

B = sinβ (11-38)

C = 0 (11-39)

D = 1/A (11-40)

E = 1−A (11-41)

F = B/A (11-42)

p = 0,∆p = 0, q = (L− l)/ cosβ (11-43)
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を p.165の 1番上の式に代入すると

My =

 cosβ sinβ + (L− l)/(r0 cos
2 β) 1− cosβ + tanβ(L− l)/(r0 cosβ)

0 1/ cosβ tanβ
0 0 1

 (11-44)

から、
y3/r0 = (y1/r0) cosβ + y′1(sinβ + (L− l)/(r0 cos

2 β)) (11-45)

(11-45)に y1 = −y′1(L+ `), ro sinβ = 2`を代入すると式 (11.42)になる。

11.8 (p.170) 式 (11.45)∼(11.48)について

偏向歪み収差について

式 (11.45)で β � 1とおくと

ȳ3 − Ys = β3

(
L

2
− l

4

)
(11-46)

となり、Ys = Lβ であるから、(10.12b)の偏向歪収差

Y 3
s

1− l
2L

2L2
+ YsX

2
s

l

2L3
(11-47)

において、一次元偏向なので Xs = 0とおくと、式 (10.12b)と一致する。

像面湾曲収差について

式 (11.46)で β � 1とおくと

∆ȳ3 = β2y′1
3L− l

2
(11-48)

は、(10.12b)の像面湾曲収差

Y 2
s y

′
s

3− l/L

2L
(11-49)

と一致する。

非点収差について

式 (11.28)第二式からA = 1, B = β, C = − tanβ, D = 1−β tanβ, p = 0, q = (L−`)/ cosβ
を用いると

∆x

r0
=
z1
r0

(1 +
L− `

r0 cosβ
(− tanβ)) + z′1(β +

L− `

r0 cos
(1− β tanβ)) (11-50)

ここで z1 = −z′1(L+ `), r0 sinβ = 2`を用いると式 (11.47)が得られる。

式 (11.47)で β � 1とすると

β2L
2

2`

(
1− `

L
+

3

2

`2

L2

)
(11-51)

となり式 (10.12)の非点収差

Y 2
s x

′
s

1− l/L+ (2/3)(l/L)2

2l
+XsYsy

′
s

2

3l

(
l

L

)2

+ Y 2
s xs

−1 + l/L

2lL
+XsYsys

1

2L2
(11-52)

で Xs = xs = ys = 0 とおいたものと一致する。

分散について

y1 = y′1 = 0と置いて、∆p/p = δと書くと、(11.28)のMy で α = 0, Θ = β, q = (L−l)/ cosβ
なので、y3 を計算すると

y3 = r0(1− cosβ)δ +
L− l

cosβ
δ(sinβ + (1− cosβ) tanβ) (11-53)

となる。図 11.16より 2l = r0 sinβ であり、(11.46)に代入すると

∆ȳ3 ∼ − y3
cosβ

(11-54)

= − 1

cosβ

[
r0(1− cosβ)δ +

L− l

cosβ
δ(sinβ + (1− cosβ) tanβ)

]
(11-55)

= − 1

cosβ
δ

[
2l

sinβ
(1− cosβ) +

L− l

cosβ
(sinβ + (1− cosβ) tanβ)

]
(11-56)

= −∆p

p

[
2l

cosβ sinβ
(1− cosβ) +

L− l

cos2 β
(sinβ + (1− cosβ) tanβ)

]
(11-57)

= −∆p

p

[
L

cos2 β
(sinβ + (1− cosβ) tanβ) + l

(
2(1− cosβ)

cosβ sinβ
− sinβ + (1− cosβ) tanβ

cos2 β

)]
(11-58)

となり、式 (11.48)が得られる。

あるいは、(11-53)の導出に、式 (11.28)のMy に α = 0, Θ = β を入れて、p.165の上の式を

使っても

y3/r0 = (1− cosβ)δ +
L− l

cosβ
δ(sinβ + (1− cosβ) tanβ)) (11-59)

が導出できる。

ここで (11.46)の上側の式

∆ȳ3 = −y3
(

1

cosβ
− y′3 sinβ

)
∼ − y3

cosβ
(11-60)

において、y3, y′3 を一次微少量とすると、第一等式は無意味である。したがって、これは削除す

る。∼のついた等式は図 11.16から明らかである。

12.1 (p.182) 式 (12.15) では全放出電流が Vd の 3 乗で、式 (12.16) では電流密度が Vd の 3/2

乗に比例していることについて

電流密度とそれを積分した全放出電流で Vd に対する依存性が異なるのは、電子の放出面積が

Vd に依存していることによる。電子銃表面の電界が軸上 (先端)ほど正方向に強く電流密度も大

きいのに対して、先端から周囲になるにつれて電界が弱くなり電流密度も小さくなる。さらに先

端から遠いところでは (グリッド電位の影響が強く)電界は負の方向になり電子が放出されない。

つまり、電子銃表面での電流密度は軸上をピークとする分布を持ち、また Vd が小さい (Vg が負

に大きい)ほど放出面積は減少する。したがって、全放出電流の方が軸上の電流密度より Vd 依存

性が強い。

12.2 (p.188) 表 12.5

表 12.5で、

• 球面収差: rs = (1/4)Csα
4
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• 回折収差: rd = 0.6λ/ sinαc

の計算の際の λは表 12.5の最右翼列の V1 に相当する波長を用いる。

V1 kV 0.8 4 20

λ pm 43 19 8.6

14.1 (p.214) 式 (14.20)について

Ez, Er がマクスウェル方程式を満たす。ez, er は、これらのフーリエ変換である。それらが

満たす界方程式は p.20で多重極展開のときに現れるのと類似の偏微分方程式。

空間軌道の焦点距離は、4章と全く同じ方法で導出する。これに vz と vr が必要。

v1 = v0
V1
2V0

sin θ/2

θ/2
(14-1)

vr = v0
V1
2V0

sin θ/2

θ/2

β

2
r (14-2)

(14-1)と (14-2)の比をとると勾配変化。これを式 (4.73)に代入。式 (14.12)の v1 と演習問題

14.3での v1 では exp(jωto)の差があります。

式 (14.20)の導出まとめると以下のようになる。

まずは、v1 を導出する。

時間依存性を ejωt で表す。z 方向の運動方程式を積分して

v1 = vz − v0 = − e

m

∫
Ez(r, z)e

jωt (14-3)

|v1| � v0 とすると (つまり、vz ∼ v0 ということ)、t− t0 = z/v, dt = dz/v0 である。β = ω/v0

で、ωt = ωt0 + βz = ωt0 + ωz/v0 = ω(t0 + z/v0)の関係を使うと、

v1 = − e

m

1

v0

∫ ∞

−∞
Ez(r, z)e

jωt0+jβzdz (14-4)

= − e

m

1

v0
ejωt0

∫ ∞

−∞
Ez(r, z)e

jβzdz (14-5)

eV0 =
1

2
mv20より = − v0

2V0
ejωt0

∫ ∞

−∞
Ez(r, z)e

jβzdz (14-6)

= − v0
2V0

ejωt0ez(r, β) (14-7)

ただし、ez(r, β) =
∫ ∞

−∞
Ez(r, z)e

jβzdz で、Ez が界方程式 (ラプラスの方程式)を満たす。

ez(r, β) = ez(a, β)
I0(
√
β2 − k2r)

I0(
√
β2 − k2a)

(14-8)

ここで aは定数で、I0 は 0次変形ベッセル関数。変形ベッセル関数とは、岩波公式集 [8]の p.171

によると、

� �
w = Iν(z)は変形された Besselの微分方程式

d2w

dz2
+

1

z

dw

dz
−
(
1 +

ν2

z2

)
w = 0 (14-9)

を満足する。� �
今、0次だから ν = 0, w = ez(r, β), z = r と読み替えると

d2ez
dr2

+
1

r

dez
dr

− ez = 0 (14-10)

であり、ez はこの解である。r = a での境界条件 ez(a, β) は Ez(a, z) = −V1

d (|z| <

d/2), Ez(a, z) = 0 (|z| > d/2)から求まる。すなわち、

ez(a, β) =

∫ d/2

−d/2
Ez(a, z)e

jβzdz =

∫ d/2

−d/2
−V1
d
ejβzdz = −V1

d

[
ejβz

jβ

]d/2
−d/2

(14-11)

= −V1
d

1

jβ

(
ejβd/2 − e−jβd/2

)
= −V1

sinβ d2
β d2

= −V1
sin θ/2

θ/2
(14-12)

ここで、θ = βdである。よって、

v1 =
V1
2V0

v0
sin θ/2

θ/2

I0(
√
β2 − k2r)

I0(
√
β2 − k2a)

ejωt0 (14-13)

√
β2 − k2a� 1のとき、I0(

√
β2 − k2r) ' I0(

√
β2 − k2a) ∼ 1となるので、

v1 =
V1
2V0

v0
sin θ/2

θ/2
ejωt0 (14-14)

式 (14.12)と ejωt0 を除いて一致する。したがって、時間軌道の焦点距離 fT は式 (14.19)と同じ。

次に、vr を導出する。

er(r, β) =
jβ

β2 − k2
∂ez(r, β)

∂r
=

jβ

β2 − k2
ez(a, β)

I1(
√
β2 − k2r)

I0(
√
β2 − k2a)

√
β2 − k2 (14-15)

を用いて、

vr =
V1
2V0

v0
sin θ/2

θ/2

β√
β2 − k2

I1(
√
β2 − k2r)

I0(
√
β2 − k2a)

ejωt0 (14-16)

√
β2 − k2a� 1のとき、

vr =
V1
2V0

v0
sin θ/2

θ/2

βr

2
ejωt0 (14-17)

空間軌道の焦点距離は式 (4.73)で与えられている。v0 � v1 だから、(14-17)より軌道勾配は

vr
v0

=
V1
2V0

sin θ/2

θ/2

βr

2
ejωt0 (14-18)
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式 (14.12)
v1
v0

=
V1
2V0

sin θ/2

θ/2
を上式に代入して

vr
v0

=
v1
2v0

βrejωt0 (14-19)

これが、軌道勾配変化 (式 (4.73)の分子)に相当するから、焦点距離は

1

fs
= −X

′
1 −X ′

0

X
= − v1

2v0
βrejωt0/r = − v1

2v0
βejωt0 (14-20)

時間変化の項 ejωt0 の実数部をとると式 (14.20)になる。

14.2 (p.224) 式 (14.35)の下の式の導出

z̈ =
d

dt
ż =

d

dt

1

t′
=

d

dt

dt

dz

dz

dt

dz

dz

1

t′
=
d2t

dz2
dz2

dt2
1

t′
= − t′′

t′2
1

t′
(14-21)

14.3 (p.224) (14.34)と (14.38)の等価性の証明

変わっているのは第 1項であるので式 (14.38)の第 1項の微分を実行し (U ′ と γT と T ′ はすべ

て z の関数と考える) 、式 (14.34)と一致することを確認する。

d

dz

U ′γt
T ′ = U ′′ γT

T ′ + U ′ d

dz

γT
T ′ ,

d

dz

γT
T ′ =

γ′T
T ′ + γT

−T ′′

T ′2
(14-22)

γ′T =
d

dz

1√
1− 1/c2T ′2

= − 1

2(1− 1/(c2T ′2))3/2

(
− 1

c2
−2

T ′3

)
T ′′ = − γ3T

T ′3
T ′′

c2
(14-23)

d

dz

γT
T ′ = − γ3T

T ′4
T ′′

c2
− γT

T ′′

T ′2
= −γ

3
TT

′′

T ′2

(
1

c2T ′2
+ 1− 1

c2T ′2

)
= −γ

3
TT

′′

T ′2
= − e

mo
T ′E

(14-24)

最後の等号は T ′′ に式 (14.36)を代入したもの。よって、

d

dz

U ′γT
T ′ =

γT
T ′

(
U ′′ − e

m0

T ′2

γT
EU ′

)
. (14-25)

よって式 (14.38)と式 (14.34)は等価である。

14.4 (p.224) 式 (14.36)の証明

式 (1.13)の両辺の微分をとると

d

dt

moc
2√

1− v2/c2
= −eE · v (14-26)

時間の基準軌道は横方向速度ゼロであり、

dz

dt

d

dz

1√
1− 1/c2T ′2

= − e

moc2
Ez ż (14-27)

すなわち
γ′T = − e

moc2
E (14-28)

(14-23)を用いると式 (14.36)となる。

14.5 (p.224) 式 (14.37)と式 (14.39)等価性の証明

(14-25)を用いて、

d

dz

(
τ ′
(γT
T ′

)3)
= τ ′′

(γT
T ′

)3
+ τ ′

(γT
T ′

)2
3
d

dz

γT
T ′ = τ ′′

(γT
T ′

)3
− 3

e

mo
T ′E

(γT
T ′

)2
τ ′(14-29)

=
(γT
T ′

)3(
τ ′′ − 3

e

mo

T ′2

γT
Eτ ′
)

(14-30)

これから式 (14.39)と式 (14.37)が等価である。

14.6 (p.224) 式 (14.40)、式 (14.41)の導出

式 (4.73)より薄肉レンズの焦点距離は 1/fs = −U ′
1/U1 である。式 (14.38)を積分して(

U ′γT
T ′

)
1

=

∫ 1

0

γT
T ′ U [− − ]dz (14-31)

ただし、[− − ]は式 (14.38)の U の係数である。

積分の中の γtU/T
′ を一定と見なして積分の外に出すと式 (14.40)となる。同様に式 (14.39)を

積分して式 (14.41)が得られる。

14.7 (p.225) 式 (14.43)の導出

ビーム径方程式の導出と全く同じ方法をパルス幅に対して適用する。q → τ, p → W1 と対応

させる。式 (14.31)から

W1 = −τ ′mo

(γT
T ′

)3
,
dW1

dz
= −m0

d

dz

(
τ ′
(γT
T ′

)3)
(14-32)

式 (14.39)を用いると右辺は −eĖτ すなわち

dW1

dz
= −eĖτ (14-33)

式 (8.22)の近軸の運動方程式 q̇ =
p

m
, ṗ = f(t)q と

W1 = −τ ′m0

(γT
T ′

)3
,
dW1

dz
= −eĖτ (14-34)

を対応させると、
d

dt
→ d

dz
, m→ −m0

(γT
T ′

)3
, f(t) → −eĖ (14-35)

ビーム径 R→ パルス幅 τw の対応関係を使うと式 (8.24)R̈− f(t)
R

m
=

1

m2R3

(
ε∗

π

)
が

τ ′′w − eĖ
m0(γT /T ′)3

τw =

(
ε∗

π

)2
1

m2
0(γT /T

′)6
1

τ3w
(14-36)

となり、これは式 (14.43)である。
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15.1 非直交な電子光学系

最も一般的な電子光学系は直交性を持たない。しかし直交性は、それほど特殊なものはなく、

p.255 にも説明したように、軸を含む平面に関して対称であれば、座標の一つをその平面上に設

定すれば直交する。そこで 15 章以降では直交性を仮定した。15.3.B 節は直交性を仮定して特性

関数法で収差積分公式を、旧著に比べて遙かに見通しよく結果を導いている。

1960 年代には非直交系の研究が盛んであった。H. Rose (1935 年生まれ) の学位論文は、これ

に関する近軸と収差理論であった (Optik, 24, 36 (1966/67); 27, 466, 497 (1968))。そこでは、

レンズの収差補正の可能性を探るのを目的の一つにしていたが、その後、Rose は 17.2 節に見ら

れるように対称性を重視した収差補正理論を追求した。対称性を持つ系の利点として、軸合わせ

からのズレを検出し易いことも理由の一つに挙げている。

15.2 (p.230) 式 (15.6)が式 (15.5)満たすことの証明

式 (15.6)は

L = m0c
2

(
1−

√
1− v2

c2

)
+ eφ− eA · v (15-1)

で、式 (15.5)の微分を順に代入して計算する。まず、Aは v に寄らないから、式 (15.5)の第 2

項は、
∂L
∂ṙ

=
∂L
∂v

= −m0c
2 1

2
√
1− (v/c)2

−2v

c2
− eA =

m0v√
1− (v/c)2

− eA (15-2)

となるので、
d

dt

∂L
∂ṙ

=
d

dt

m0v√
1− (v/c)2

− d

dt
eA (15-3)

Aに関する全微分が
dA

dt
=
∂A

∂t
+ (v · grad)A (15-4)

であること (但し、時間を陽に含まない場合は第 1項は無し。)を使って、

d

dt

∂L
∂ṙ

=
d

dt

m0v√
1− (v/c)2

− e

(
∂A

∂t
+ (v · grad)A

)
=

d

dt

m0v√
1− (v/c)2

− e

(
∂A

∂t
+ v · ∂A

∂r

)
(15-5)

となる。一方、式 (15.5)第 1項は、

∂L
∂r

= e
∂φ

∂r
− e

∂

∂r
(A · v) (15-6)

であるが、ベクトル公式

∇(A · v) = (v · ∇)A+ (A · ∇)v + v × (∇×A) +A× (∇× v) (15-7)

を適用すると、v は r の関数でないので v の r に関する微分は 0。すなわち、上式 (15-7)の第 2

項と第 4項は 0。したがって、

∂L
∂r

= e
∂φ

∂r
− e ((v · ∇)A+ v × (∇×A)) (15-8)

(15-5)と (15-8)を式 (15.5)に代入すると、

∂L
∂r

− d

dt

∂L
∂ṙ

= e
∂φ

∂r
−e ((v · ∇)A+ v × (∇×A))− d

dt

m0v√
1− (v/c)2

+e

(
∂A

∂t
+ v · ∂A

∂r

)
= 0

(15-9)

ここで、∇×A = B, ∇A = ∂A
∂r , ∂φ∂r = −E であることを使って、整理すると

d

dt

m0v√
1− (v/c)2

= −e(E + v ×B) + e
∂A

∂t
(15-10)

となる。これが運動方程式である。式 (1.11)に比べると (15-10) では右辺第 2項が付加されてい

る。テキストでは、Aが時間を陽に含まないとしているので、第 2項がない。時間を陽に含むと

きには Ex = −∂φ/∂x+ ∂Ax/∂t

15.3 (p.236) 式 (15.38)と式 (15.39)の導出

x = X cosϑ− Y sinϑ (15-11)

y = X sinϑ+ Y cosϑ (15-12)

とおくと

xy =
1

2
(X2 − Y 2) sin 2ϑ+XY cos 2ϑ (15-13)

x2 = X2 cos2 ϑ−XY sin 2ϑ+ Y 2 sin2 ϑ (15-14)

y2 = X2 sin2 ϑ+XY sin 2ϑ+ Y 2 cos2 ϑ (15-15)

x′ = X ′ cosϑ−Xϑ′ sinϑ− Y ′ sinϑ− Y ϑ′ cosϑ = A cosϑ−B sinϑ (15-16)

y′ = X ′ sinϑ+Xϑ′ cosϑ+ Y ′ cosϑ− Y ϑ′ sinϑ = A sinϑ+B cosϑ (15-17)

A = X ′ − Y ϑ′, B = Xϑ′ + Y ′とおいた (15-18)

x′y − xy′ = (X ′Y −XY ′)− (X2 + Y 2)ϑ′ (15-19)

x′2 + y′2 = A2 cos2 ϑ− 2AB cosϑ sinϑ+B2 sin2 ϑ

+A2 sin2 ϑ+ 2AB cosϑ sinϑ+B2 cos2 ϑ (15-20)

= A2 +B2 (15-21)

= (X ′ − Y ϑ′)2 + (Xϑ′ + Y ′)2 (15-22)

= (X ′2 +X2ϑ′2)− 2ϑ′(X ′Y −XY ′) + (Y ′2 + Y 2ϑ′2) (15-23)

となるから、(15.36)に代入して、

F (2)/C
√
2m0e =

1

2
P(x′2 + y′2) + γ4(x

′y − xy′) +
1

2
γ1x

2 + γ2xy +
1

2
γ3y

2 (15-24)

=
1

2
P
{
(X ′2 +X2ϑ′2)− 2ϑ′(X ′Y −XY ′) + (Y ′2 + Y 2ϑ′2)

}
+γ4

{
(X ′Y −XY ′)− (X2 + Y 2)ϑ′

}
+
1

2
γ1
{
X2 cos2 ϑ−XY sin 2ϑ+ Y 2 sin2 ϑ

}
+γ2

{
1

2
(X2 − Y 2) sin 2ϑ+XY cos 2ϑ

}
+
1

2
γ3
{
X2 sin2 ϑ+XY sin 2ϑ+ Y 2 cos2 ϑ

}
(15-25)
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いま、XY, X ′Y, XY ′ の項を抜き出すと、

−Pϑ′(X ′Y −XY ′) + γ4(X
′Y −XY ′)− 1

2
XY ((γ1 − γ3) sin 2ϑ− 2γ2 cos 2ϑ) (15-26)

(−Pϑ′ + γ4)(X
′Y −XY ′)− 1

2
XY ((γ1 − γ3) sin 2ϑ− 2γ2 cos 2ϑ) (15-27)

XY, X ′Y, XY ′ それぞれの係数が 0とおくと、

−Pϑ′ + γ4 = 0 (15-28)

(γ1 − γ3) sin 2ϑ− 2γ2 cos 2ϑ = 0 (15-29)

(15-29)を整理すると

tan 2ϑ =
2γ2

γ1 − γ3
(15-30)

そして、(15-28)を計算するために ϑ′ を求める。(15-30)の両辺を z で微分する。

d

dz
tan 2ϑ = ϑ′

d

dϑ
tan 2ϑ = ϑ′

2

cos2 2ϑ
= 2ϑ′(1 + tan2 2ϑ) = 2ϑ′(1 +

4γ22
(γ1 − γ3)2

)(15-31)

d

dz

2γ2
γ1 − γ3

=
2γ′2(γ1 − γ3)− 2γ2(γ

′
1 − γ′3)

(γ1 − γ3)2
(15-32)

ゆえに ϑ′(1 +
4γ22

(γ1 − γ3)2
) =

γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ
′
1 − γ′3)

(γ1 − γ3)2
(15-33)

ϑ′((γ1 − γ3)
2 + 4γ22) = γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ

′
1 − γ′3) (15-34)

(15-28)を (15-34)に代入すると

γ4
P
((γ1 − γ3)

2 + 4γ22) = γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ
′
1 − γ′3) (15-35)

P[γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ
′
1 − γ′3)] = γ4[(γ1 − γ3)

2 + 4γ22 ] (15-36)

式 (15.38)が得られた。

別解

x+ jy = u = ejϑU, U = X + jY とおくと、

x′ + jy′ = u′ = ejϑ(jϑ′U + U ′) (15-37)

x′2 + y′2 = u′ū′ = (jϑ′U + U ′)(−jϑ′Ū + Ū ′)

= U ′Ū ′ + jϑ′(UŪ ′ − U ′Ū) + ϑ′2UŪ (15-38)

x′y − xy′ =
1

4j
(u′ + ū′)(u− ū)− 1

4j
(u+ ū)(u′ − ū′)

=
1

4j
(u′u− u′ū+ ū′u− ū′ū− uu′ + uū′ − ūu′ + ūū′)

=
−1

2j
(u′ū− uū′) =

−1

2j
((U ′ + jϑ′U)Ū − U(Ū ′ − jϑ′Ū))

=
−1

2j
(U ′Ū − UŪ ′)− ϑ′UŪ (15-39)

x2 + y2 = uū = UŪ (15-40)

x2 =
1

4
(u+ ū)2 =

1

4
(u2 + 2uū+ ū2) (15-41)

y2 = −1

4
(u− ū)2 = −1

4
(u2 − 2uū+ ū2) (15-42)

x2 − y2 =
1

2
(u2 + ū2) =

1

2
(U2e2jϑ + Ū2e−2jϑ) (15-43)

xy =
1

4j
(u+ ū)(u− ū) =

1

4j
(u2 − ū2) =

1

4j
(U2e2jϑ − Ū2e−2jϑ) (15-44)

これを用いると式 (15.36)の第 1、2項は

1

2
P(U ′Ū ′ + jϑ′(UŪ ′ − U ′Ū) + ϑ′2UŪ) +

−1

2j
γ4(U

′Ū − UŪ ′)− γ4ϑ
′UŪ (15-45)

ここで (U ′Ū − ŪU ′)の係数 jPϑ′/2−γ4/(2j)がゼロとなるように ϑ′ =
γ4
P
とおき (U ′Ū − ŪU ′)

の項すなわち (X ′Y −XY ′)の項を消すと

1

2
P(U ′Ū ′ − ϑ′2UŪ) (15-46)

式 (15.36)の第 3項以下は

1

2
γ1(

x2 + y2

2
+
x2 − y2

2
) + γ2xy + γ3(

x2 + y2

4
− x2 − y2

4
) (15-47)

=
γ1 + γ3

4
UŪ +

γ1 − γ3
8

(U2e2jϑ + Ū2e−2jϑ) +
γ2
4j

(U2e2jϑ − Ū2e−2jϑ) (15-48)

=
γ1 + γ3

4
UŪ +

γ1 − γ3
8

(U2(cos 2ϑ+ j sin 2ϑ) + Ū2(cos 2ϑ− j sin 2ϑ)) (15-49)

+
γ2
4j

(U2(cos 2ϑ+ j sin 2ϑ)− Ū2(cos 2ϑ− j sin 2ϑ)) (15-50)

=
γ1 + γ3

4
UŪ + (U2 + Ū2)(

γ1 − γ3
8

cos 2ϑ+ j
γ2
4

sin 2ϑ) (15-51)

+j(U2 − Ū2)(
γ1 − γ3

8
sin 2ϑ− γ2

4
cos 2ϑ) (15-52)

変換後の XY 項を消すには (U2 − Ū2)の項を消せばよい。すなわち、

tan 2ϑ =
2γ2

γ1 − γ3
(15-53)

これが式 (15.38)第 2式。以上をまとめて、直交条件を満たすとき、式 (15.36)を座標 (X,Y ) で

表現すると

1

2
P(X ′2+Y ′2−ϑ′2(X2+Y 2))+

γ1 + γ3
4

(X2+Y 2)+2(X2−Y 2)(
γ1 − γ3

8
cos 2ϑ+

γ2
4

sin 2ϑ)

(15-54)

式 (15-53)から ϑ =
1

2
arctan(

2γ2
γ1 − γ3

) を z で微分すると

ϑ′ =
1

2

1

1 + 4γ22/(γ1 − γ3)2

(
2γ′2

γ1 − γ3
− 2γ2(γ

′
1 − γ′3)

(γ1 − γ3)2

)
=
γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ

′
1 − γ′3)

(γ1 − γ3)2 + 4γ22
(15-55)
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これは式 (15-46)から
γ4
P
に等しい。すなわち、

P(γ′2(γ1 − γ3)− γ2(γ
′
1 − γ′3)) = γ4((γ1 − γ3)

2 + 4γ22) (15-56)

式 (15.38)の第 1式となる。

式 (15-53)を用いると、(15-51)の第 2項の (U2 − Ū2)の係数は

(
γ1 − γ3

8
) cos 2ϑ+

γ2
4

sin 2ϑ = (
γ1 − γ3

8
) cos 2ϑ+ (

γ1 − γ3
8

) tan 2ϑ sin 2ϑ (15-57)

= (
γ1 − γ3
8 cos 2ϑ

) (15-58)

1

cos 2ϑ
=
√
1 + tan2 2ϑ =

√
(γ1 − γ3)2 + 4γ22

γ1 − γ3
(15-59)

これらから、式 (15.36)に直交条件を入れた (15-54)は

F (2) =
P

2
(X ′2 + Y ′2) +

1

2
(X2 + Y 2)(−γ4

P
+
γ1 + γ3

2
) (15-60)

+
1

4
(X2 − Y 2)

√
(γ1 − γ3)2 + 4γ22 (15-61)

となり、式 (15.39)が得られる。

15.4 (p.237) 式 (15.43)から式 (15.44)の導出

u′ū′ = ejϑ(jϑ′U + U ′)e−jϑ(jϑ′Ū + Ū ′) = ϑ′2UŪ + U ′Ū ′ + jϑ′(UŪ ′ − U ′Ū)(15-62)

uū = UŪ (15-63)

u′ū− ū′u = 2jϑ′UŪ + U ′Ū − Ū ′U (15-64)

なので、2次項のみ集めると

F (2) =
1

2

√
Φ∗
[
u′u− 1

4
uu′

Φ′′(1 + 2εΦ)√
Φ∗

]
+Re

j

4

√
e

2m0
B(u′ū− ū′u) (15-65)

=
1

2

√
Φ∗
[
ϑ′2UŪ + U ′Ū ′ + jϑ′(UŪ ′ − U ′Ū)− 1

4
UU ′Φ

′′(1 + 2εΦ)√
Φ∗

]
+Re

j

4

√
e

2m0
B(2jϑ′UŪ + U ′Ū − Ū ′U) (15-66)

u から U への変換は、U 系での近軸変分関数の虚数部を消すため。その回転角が (4.15)と等価。

したがって、(15-66)で虚数部をゼロにする。(15-66)で陽に (U を実数と思って)虚数となる部

分を抜き出して、

虚数部 = (UŪ ′ − U ′Ū)

(
1

2

√
Φ∗ϑ′ − 1

4

√
e

2m0
B

)
= 0 (15-67)

UŪ ′ − U ′Ū 6= 0, then
1

2

√
Φ∗ϑ′ − 1

4

√
e

2m0
B = 0, ϑ′ =

√
e

8m0Φ∗B (15-68)

これは式 (4.25)とも一致する。したがって、(15-66)の実数部は、この関係を使って ϑ′ を消去す

ると

F (2) =
1

2

√
Φ∗
[
ϑ′2UŪ + U ′Ū ′ − 1

4
UU ′Φ

′′(1 + 2εΦ)√
Φ∗

]
+Re

j

4

√
e

2m0
B(2jϑ′UŪ)(15-69)

=
1

2
U ′Ū ′ + UŪ

[
−Φ′′(1 + 2εΦ)

8
√
Φ∗

− 1

16
√
Φ∗

e

m0
B2

]
(15-70)

となり、式 (15.44)が得られる。

15.5 (p.237) 式 (15.44)から式 (15.45)への導出

ω = X∗ + jY ∗ = P1/2(X + jY ) = Φ∗1/4U (15-71)

U = (Φ∗)−1/4w (15-72)

U ′ = −(1/4)
(Φ∗)′

(Φ∗)5/4
w + (Φ∗)−1/4w′ (15-73)

U ′Ū ′ =

(
−(1/4)

(Φ∗)′

(Φ∗)5/4
w + (Φ∗)−1/4w′

)(
−(1/4)

(Φ∗)′

(Φ∗)5/4
w̄ + (Φ∗)−1/4w̄′

)
(15-74)

=
1

16

(Φ∗)′2

(Φ∗)5/2
ww̄ − 1

4

(Φ∗)′

(Φ∗)3/2
(w′w̄ + ww̄′) +

1

(Φ∗)1/2
w′w̄′ (15-75)

=
1√
Φ∗

{
1

16

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2

ww̄ − 1

4

(
(Φ∗)′

Φ∗

)
(ww̄)′ + w′w̄′

}
(15-76)

UŪ = (Φ∗)−1/4w(Φ∗)−1/4w̄ = Φ∗−1/2ww̄ (15-77)

これらを式 (15.44)に代入すると

F (2) =
1

2

[
1

16

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2

ww̄ − 1

4

(
(Φ∗)′

Φ∗

)
(ww̄)′ + w′w̄′

]

−ww̄
[
1

8

Φ′′(1 + 2εΦ)

Φ∗ +
eB2

16m0Φ∗

]
(15-78)

=
1

2
w′w̄′ + ww̄

[
− 3

32

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2

− εΦΦ′′

4Φ∗ − eB2

16m0Φ∗

]
(15-79)

=
1

2
w′w̄′ + ww̄

[
− 3

32

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2

− 4εΦ∗

32

2ΦΦ′′

Φ∗′2

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2

− eB2

16m0Φ∗

]
(15-80)

となります。(15-78)から (15-79)へは、最初の [ ]の第 2項で、(15.42) の上の部分積分の手法で、(
(Φ∗)′

Φ∗

)
(ww̄)′ → −

(
Φ∗′

Φ∗

)′

(ww̄) =

[
− (Φ∗)′′

Φ∗ +

(
(Φ∗)′

Φ∗

)2
]
ww̄ (15-81)

(
(Φ∗)′

Φ∗

)
が積分の外に出るので軌道方程式に寄与しないということを利用した。

ところで (15-80)式の [ ]内の第 2項中の 2ΦΦ′′/Φ∗′2 が 1になれば (15.45)になります。

別解
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電界成分のみを考察

式 (15.42)において ΓX =
1

4

Φ′′(1 + 2εΦ)

P
を代入すると、

β2
X =

1

4

Φ′′(1 + 2εΦ)

P2
+

1

4

(
P′

P

)2

− 1

2

P′′

P
(15-82)

ここで、

P =
√
Φ∗ =

√
Φ(1 + εΦ), P′ =

Φ′(1 + 2εΦ)

2P
, P′′ =

Φ′′(1 + 2εΦ)

2P
+
εΦ′2

P
− P′2

P
(15-83)

であるから、(15-82)に代入して、

β2
X =

3

4

(
P′

P

)2

− εΦ′2

2P2
=

1

4P2
(−2εΦ′2 + 3

Φ′2(1 + 2εΦ)2

4P2
) (15-84)

=
Φ′2

16P4
(3 + 4εΦ+ 4ε2Φ2) =

Φ′2

16P4
(3 + 4εΦ(1 + εΦ)) (15-85)

これは (15.45)の電界成分に対応。

15.6 (p.237) 式 (15.44)から式 (5.4)の導出

U = X + jY, Ū = X − jY (15-86)

U ′ = X ′ + jY ′, Ū ′ = X ′ − jY ′ (15-87)

U ′Ū ′ = X ′2 + Y ′2, UŪ = X2 + Y 2 (15-88)

これらを式 (15.44)に代入すると

F (2) =
1

2

√
Φ∗(X ′2 + Y ′2) + (X2 + Y 2)

[
−1

8

Φ′′(1 + 2εΦ)

Φ∗ − e

16m0

B2

Φ∗

]
(15-89)

近軸軌道方程式 (15.16)に上式を代入する。

∂F (2)

∂X ′ =
√
Φ∗X ′ (15-90)

d

dz

∂F (2)

∂X ′ =
√
Φ∗X ′′ +

(Φ∗)′

2
√
Φ∗
X ′ (15-91)

∂F (2)

∂X
= 2X

[
−1

8

Φ′′(1 + 2εΦ)√
Φ∗

− e

16m0

B2

√
Φ∗

]
(15-92)

よって、(15-91)と (15-92)を合わせて

√
Φ∗X ′′ +

(Φ∗)′

2
√
Φ∗
X ′ − 2X

[
−1

8

Φ′′(1 + 2εΦ)√
Φ∗

− e

16m0

B2

√
Φ∗

]
= 0 (15-93)

X ′′ +
(Φ∗)′

2Φ∗ X
′ +

1

4

Φ′′(1 + 2εΦ)

Φ∗ X +
eB2

8m0Φ∗X = 0 (15-94)

となる。

Φ∗ = Φ(1 + εΦ) (15-95)

(Φ∗)′ = Φ′(1 + 2εΦ) (15-96)

(Φ∗)′′ = Φ′′(1 + 2εΦ) + 2ε(Φ′)2 (15-97)

であるから、(15-97)を (15-94)に代入すると、

X ′′ +
(Φ∗)′

2Φ∗ X
′ +

(Φ∗)′′

4Φ∗ X − ε(Φ′)2

2Φ∗ X +
eB2

8m0Φ∗X = 0 (15-98)

となる。今、非相対論近似であるので (15-98)において ε→ 0とおくと、式 (5.4)が得られる。

15.7 (p.238) 式 (15.50)から式 (11.18)の導出

式 (15.49)より

F (2) =
1

2
P((x′)2 + (y′)2)−

√
e

2m

(
−1

2
κx2Ψ1 + (x2 − y2)Ψ2

)
(15-99)

を軌道方程式 (15.16)に代入すると

∂F (2)

∂x′
= Px′ (15-100)

d

dz

∂F (2)

∂x′
= Px′′ +P′x′ (15-101)

∂F

∂x
= −

√
e

2m
(−κxΨ1 + 2xΨ2) (15-102)

(15-103)

また、y について

∂F (2)

∂y′
= Py′ (15-104)

d

dz

∂F (2)

∂y′
= Py′′ +P′y′ (15-105)

∂F

∂y
= −

√
e

2m
(−2yΨ2) = 2y

√
e

2m
Ψ2 (15-106)

(15-107)

軌道方程式は xについては (15-101)と (15-102)より、y については (15-105)と (15-106)より

Px′′ +P′x′ +

√
e

2m
(−κxΨ1 + 2xΨ2) = 0 (15-108)

Py′′ +P′y′ − 2y

√
e

2m
Ψ2 = 0 (15-109)

式 (15.50)の置き換え κ → 1/r0, Ψ1 → −B0, Ψ2 → −1

2
(B0/r0)n (テキストはミス) をしたと

き、磁界成分のみだから、P′ = 0として、

Px′′ +

√
e

2m

(
x

r0
B0 − x

B0

r0
n

)
= 0 (15-110)

Py′′ − 2y

√
e

2m
Ψ2 = 0 (15-111)
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整理して、

x′′ +

√
e

2mΦ∗
B0

r0
x(1− n) = 0 (15-112)

y′′ +

√
e

2mΦ∗
B0

r0
yn = 0 (15-113)

(15-114)

x→ y, y → z, z → xと読み替えると

y′′ +

√
e

2mΦ∗
B0

r0
y(1− n) = 0 (15-115)

z′′ +

√
e

2mΦ∗
B0

r0
zn = 0 (15-116)

式 (11.18)の形になる。

15.8 (p.244) 式 (15.81)の導出

1行目の式の導出の際
δṼ I

0c

δX0
=
∂Ṽ I

0c

∂X0
(15-117)

を利用している。X0 以外を一定としているから。

15.9 (p.244) 式 (15.81)の導出

2行目の式を導くときに、式 (15.80)の右辺第 5項と第 6項から出てくる

1

2
P0(3X

′2
0 + Y ′2

0 )δX0 +
1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 )
∂X0

∂X ′
0

+
1

2
P0Y

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 )
∂Y0
∂X ′

0

(15-118)

の 3つの項は X ′2
0 や Y ′2

0 の 2次以上からなるので、0になるのではなく、軌道の初期値は互いに

独立に選べるからである。

15.10 (p.244) 式 (15.77)から式 (15.82)および式 (15.83)の導出

式 (15.77)より

p̄IXc = P0[X
I
c −

1

2
X ′
c(X

′2
c + Y ′2

c )] (15-119)

XI
cについて解いて

XI
c =

1

P0
p̄IXc +

1

2
X ′
c(X

′2
c + Y ′2

c ) (15-120)

式 (15.81)の第 1式に H̃ ′
c、第 2式に G̃′

II,c を乗じて、辺々差し引くと

H̃c
∂Ṽ I

0c

∂X0
− G̃II,c

∂Ṽ I
0c

∂X0
= −XI

cPc

(
H̃cG̃

′
II,c − H̃ ′

cG̃II,c

)
+

1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 ) (15-121)

右辺第 1項は、近軸不変量Pc(H̃
′
cG̃II,c−H̃cG̃

′
II,c) = K = P0の関係を使って整理すると、XI

cP0

であるから、(15-120)に代入して

XI
c =

1

P0

[(
H̃c

∂Ṽ I
0c

∂X0
− G̃II,c

∂Ṽ I
0c

∂X ′
0

)
− 1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 )

]
(15-122)

となり、式 (15.82)が導出できる。

同様に式 (15.83)は、

H̃ ′
c

∂Ṽ I
0c

∂X0
− G̃′

II,c

∂Ṽ I
0c

∂X0
= p̄IXc

(
G̃II,cH̃

′
c − H̃cG̃

′
II,c

)
+

1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 ) (15-123)

= p̄IXc
P0

Pc
+

1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 ) (15-124)

式 (15.77)より

p̄IXc = Pc

[
X ′
c
I − 1

2
X ′
c(X

′
c
2
+ Y ′

c
2
)

]
(15-125)

の関係を使うと、(15-124)に代入して

X ′
c
I
=

1

Pc
p̄IXc +

1

2
X ′
c(X

′
c
2
+ Y ′

c
2
) (15-126)

=
1

P0

[(
H̃ ′
c

∂Ṽ I
0c

∂X0
− G̃′

II,c

∂Ṽ I
0c

∂X ′
0

)
− 1

2
P0X

′
0(X

′2
0 + Y ′2

0 )

]
+

1

2
X ′
c(X

′
c
2
+ Y ′

c
2
)(15-127)

となり、式 (15.83)が導出できる。

16.1 (p.251) 式 (16.3)の導出

式 (15.86)から式 (15.69)の変形を参照して、XI
i → ∆Xi、∂V I

oi → ∂SI と読み替えると、

∆Xi
KX

MX
+ j∆Yi

KY

MY
=

∂SI

∂Xa
+ j

∂SI

∂Ya
= 2

∂SI

∂w̄a
(16-1)

16.2 (p.251) 式 (16.4)について

左辺で (βαδγεη)は w0, w̄0, wa, w̄a, wd, w̄d の順でべきの大きさを表している。(αβγδηε)

もべきの大きさを表し、定数ではない。

16.3 (p.257) [N = 6, r = 4]の部分の補足説明

下から 12 行目、「べき級数展開が r6 から始まるから 12 極子界に対応する項がない。

−(Φ0/8)(u
′ū′)2 の項だけである。」というのは「3 次収差に対応する電位の 4 次項がない。」

ということである。

下から 9行目、「α+ γ = 3は回転対称項である。」というのは α+ γ = 3が回転対称項という

のは、上 12行を参照。あるいは訂正された式 (16.8)を参照。

16.4 (p.260) 式 (16.16)の導出

式 (15.83) に、H̃c = H̃(zFi) = f0, H̃
′
c = H̃ ′(zFi) = 0, G̃II,c = G̃(zFi) = 0, G̃′

II,c =

G̃′(zFi) = −1/fi, P0 =
√
Φ0, X

′
c = X ′

Fi = −X0/fi, Y
′
c = Y ′

Fi = −Y0/fi を代入して、

X ′I
c = X ′(3)(zFi) =

1√
Φ0

[
H̃ ′
c

∂Ṽ I
oc

∂X0
− G̃′

II,c

∂Ṽ I
oc

∂X ′
0

]
− H̃ ′

c

2
X ′

0(X
′2
0 + Y ′2

0 ) +
1

2
X ′
c(X

′2
c + Y ′2

c )(16-2)

=
1√
Φ0

1

fi

∂Ṽ I
oc

∂X ′
0

− X0

2fi

X2
0 + Y 2

0

f2i
(16-3)

と式 (16.16)になる。テキストは第 1項の分母が間違えている。
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16.5 (p.260) (16.17)の導出

V0c =

∫
F (4)dz =

∫ −∞

zF0

F (4)dz +

∫ ∞

−∞
F (4)dz +

∫ zFi

∞
F (4)dz (16-4)

第 1 の積分と第 3 の積分領域では変分関数が F =
√
Φ0

√
1 +X ′2 + Y ′2 であり、F (4) =

−(
√
Φ0/8)(X

′2 + Y ′2)2 となる。無電磁界領域であるから、X ′′ = Y ′′ = 0。これから

(X ′2 + Y ′2)2 = {(XX ′ + Y Y ′)(X ′2 + Y ′2)}′ である。
図 5のように記号を考えると

X(zFi) = f0X
′
0, X

′(zFi) = −X0/fi, (16-5)

X(zFo) = X0, X
′(zFo) = X ′

0 (16-6)

X(−∞) = X ′
0 lim
z→−∞

(z − zFo), X
′(−∞) = X ′

0, (16-7)

X(∞) = −(X0/fi) lim
z→∞

(z − zFi), X
′(∞) = −X0/fi (16-8)

ここで、(16-5)式は (16.15)である。

まず、積分範囲 zFo → −∞を考えると∫ −∞

zFo

F (4)dz

= −
√
Φ0

8

[
(XX ′ + Y Y ′)(X ′2 + Y ′2)

]−∞
zFo

= −
√
Φ0

8

[
{X ′

0 lim
z→−∞

(z − zFo)X
′
0 + Y ′

0 lim
z→−∞

(z − zFo)Y
′
0}{X ′2

0 + Y ′2
0 }

−{X0X
′
0 + Y0Y

′
0}{X ′2

0 + Y ′2
0 }
]

= −
√
Φ0

8

[
(X ′2

0 + Y ′2
0 )2 lim

z→−∞
(z − zFo)− (X0X

′
0 + Y0Y

′
0)(X

′2
0 + Y ′2

0 )
]

(16-9)

z

z

zz

f

f

f

z

z z

X

X

1

1

f X

-X f
z

z
z

X lim(z-z )
-(X f lim(z-z )

図 5 式 (16.15)∼式 (16.17)の文字の説明のための薄肉近似光線図。(参考: 図 4.26)

次に積分範囲∞ → zFi を考えると∫ zFi

∞
F (4)dz = −

√
Φi
8

[
(XX ′ + Y Y ′)(X ′2 + Y ′2)

]zFi

∞ (16-10)

= −
√
Φi
8

[{
(f0X

′
0)
−X0

fi
+ (f0Y

′
0)

−Y0
fi

}{(−X0

fi

)2
+
(−Y0
fi

)2}
−
{−X0

fi
lim
z→∞

(z − zFi)
−X0

fi
+

−Y0
fi

lim
z→∞

(z − zFi)
−Y0
fi

}{(−X0

fi

)2
+
(−Y0
fi

)2}]
=

√
Φi
8

[√Φ0√
Φi

(X0X
′
0 + Y0Y

′
0)
X ′2

0 + Y ′2
0

f2i
+

(X2
0 + Y 2

0 )
2

f4i
lim
z→∞

(z − zFi)
]

(16-11)

両方範囲の積分をまとめると∫ −∞

zFo

F (4)dz +

∫ zFi

∞
F (4)dz =

√
Φ0

8
(X0X

′
0 + Y0Y

′
0)
(
X ′2

0 + Y ′2
0 +

X ′2
0 + Y ′2

0

f2i

)
−
√
Φ0

8
(X ′2

0 + Y ′2
0 )2 lim

z→−∞
(z − zFo) +

√
Φi
8

(X2
0 + Y 2

0 )
2

f4i
lim
z→∞

(z − zFi) (16-12)

となり、式 (16.17)になる。

16.6 (p.260) 式 (16.20)の導出

U0 = X0 + jY0, Ū0 = X0 − jY0, U
′
0 = X ′

0 + jY ′
0 , Ū

′
0 = X ′

0 − jY ′
0 を式 (16.18)に代入して、

r, s, u, v をX0, Y0, X
′
0, Y

′
0 で表して、(16.19)式に代入して、それを (16.16)に代入する手順

で計算する。例えば第１項の主要部は

∂r2

∂Xo
= 2r

∂r

∂Xo
= 2r

2Xo

f2i
= 4

rξo
fi

のようになる。

X 成分と Y 成分に対して、∂V0c

∂X′
0
+ j ∂V0c

∂Y ′
0
を (16.19)の項毎に計算する。簡単のためやや不正確

だが、ここでは r, s, u, t に対して、それぞれ ∂r
∂X0

+ j ∂r∂Y0
を r′ のように書く事にする。

まず、式 (16.20)の前半の式の導出。

r =
U0Ū0

f2i
=

(X2
0 + Y 2

0 )

f2i
, s = U ′

0Ū
′
0 = X ′2

0 + Y ′2
0 , ξ0 =

X0

fi
, η0 =

Y0
fi

(16-13)

u =
Re(Ū0U

′
0)

fi
= ξ0X

′
0 + η0Y

′
0 =

X0X
′
0 + Y0Y

′
0

fi
(16-14)

v =
Im(Ū0U

′
0)

fi
= ξ0Y

′
0 − η0X

′
0 =

X0Y
′
0 −X ′

0Y0
fi

(16-15)

r′ =
∂r

∂X0
+ j

∂r

∂Y0
=

(2X0)

f2i
+ j

(2Y0)

f2i
= 2

(X0 + jY0)

f2i
= 2

U0

f2i
(16-16)

s′ = 0, u′ =
X ′

0 + jY ′
0

fi
=
U ′
0

fi
, v′ =

Y ′
0 − jX ′

0

fi
= −j U

′
0

fi
(16-17)

(r2)′ = 2rr′ = 2r2
U0

f2i
= 4r

U0

f2i
(16-18)
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(rs)′ = r′s+ rs′ = 2
U0

f2i
s (16-19)

(ru)′ = r′u+ ru′ = 2u
U0

f2i
+ r

U ′
0

fi
(16-20)

(rv)′ = r′v + rv′ = 2v
U0

f2i
− jr

U ′
0

fi
(16-21)

(s2)′ = 2ss′ = 0 (16-22)

(su)′ = s′u+ su′ = s
U ′
0

fi
(16-23)

(sv)′ = s′v + sv′ = −jsU
′
0

fi
(16-24)

(u2)′ = 2uu′ = 2u
U ′
0

fi
(16-25)

(uv)′ = u′v + uv′ = v
U ′
0

fi
− ju

U ′
0

fi
(16-26)

r2 =
(X2

0 + Y 2
0 )

2

f4i
, rs =

(X2
0 + Y 2

0 )(X
′2
0 + Y ′2

0 )

f2i
, s2 = (X ′2

0 + Y ′2
0 )2 (16-27)

ru =
(X2

0 + Y 2
0 )(X0X

′
0 + Y0Y

′
0)

f3i
, rv =

(X2
0 + Y 2

0 )(X0Y
′
0 −X ′

0Y0)

f3i
(16-28)

su =
(X0X

′
0 + Y0Y

′
0)(X

′2
0 + Y ′2

0 )

fi
, sv =

(X0Y
′
0 −X ′

0Y0)(X
′2
0 + Y ′2

0 )

fi
(16-29)

u2 =
(X0X

′
0 + Y0Y

′
0)

2

f2i
, uv =

(X0X
′
0 + Y0Y

′
0)(X0Y

′
0 −X ′

0Y0)

f2i
(16-30)

v2 = rs− u2 (16-31)

fi√
Φi

=
f0√
Φ0

つまり
1√
Φif0

=
1√
Φ0fi

また f0 = fiρ (16-32)

(16-18)–(16-26)、(16-32)と式 (16.16)第 1式と式 (16.19)とを使って、式 (16.20a)の前半の形

を作る。

U (3)(zFi)/M =
f0

M
√
Φ0

(
∂V0c
∂X0

+ j
∂V0c
∂Y0

)
− f0

2M
(X ′

0 + jY ′
0)(X

′2
0 + Y ′2

0 ) (16-33)

=
fi

M
√
Φi

(
∂V0c
∂X0

+ j
∂V0c
∂Y0

)
− f0

2M
U ′
0(U

′
0Ū

′
0) (16-34)

=
fi

M
√
Φi

(
(2000)4r

U0

f2i
+ (1100)2

U0

f2i
s+ (1010)(2u

U0

f2i
+ r

U ′
0

fi
)

+(1001)(2v
U0

f2i
− jr

U ′
0

fi
) + (0110)s

U ′
0

fi
+ (0101)s

−j
fi
U ′
0

+(0020)2u
U ′
0

fi
+ (0011)(v

U ′
0

fi
− ju

U ′
0

fi
)

)
− f0

2M
U ′
0s (16-35)

= r
1

M

(
4(2000)

U0

fi
√
Φi

+ (1010)
U ′
0√
Φi

− j(1001)
U ′
0√
Φi

)
+u

1

M

(
2(1010)

U0

fi
√
Φi

+ 2(0020)
U ′
0√
Φi

− j(0011)
U ′
0√
Φi

)

)

+s
1

M

(
2(1100)

U0

fi
√
Φi

+ (0110)
U ′
0√
Φi

− f0
2
U ′
0 − j(0101)

U ′
0√
Φi

)
+v

1

M

(
2(1001)

U0

fi
√
Φi

+ (0011)
U ′
0√
Φi

)
(16-36)

これから式 (16.20b)と式 (16.20c)の前半が求められる。

Mm11 = −κ, Mm12 = µ− jψρ, Mm13 = 2µ, Mm14 = −π + jτρ

Mm15 = −λ, Mm16 = ξ − f0
2

+ jσρ, Mm17 = 2ψρ, Mm18 = −τρ (16-37)

次に、同様に式 (16.20) の後半の式の導出。ここでは先程と違いやや不正確だが、ここでは

r, s, u, t に対して、それぞれ ∂r
∂X′

0
+ j ∂r

∂Y ′
0
を r′ のように書く事にする。

r′ = 0 (16-38)

s′ = 2X ′
0 + j2Y ′

0 = 2U ′
0 (16-39)

u′ =
1

fi
(X0 + jY0) =

U0

fi
(16-40)

v′ =
1

fi
(−Y0 + jX0) =

jU0

fi
(16-41)

(2000)(r2)′ = (2000)2rr′ = 0 (16-42)

(1100)rs′ = (1100)2rU ′
0 (16-43)

(1010)ru′ = (1010)r
U0

fi
(16-44)

(1001)rv′ = (1001)r
jU0

fi
(16-45)

(0200)(s2)′ = (0200)2ss′ = (0200)4sU ′
0 (16-46)

(0110)(su)′ = (0110)(s′u+ su′) = (0110)(2uU ′
0 + s

U0

fi
) (16-47)

(0101)(sv)′ = (0101)(s′v + sv′) = (0101)(2vU ′
0 + s

jU0

fi
) (16-48)

(0020)(u2)′ = (0020)2uu′ = (0020)2u
U0

fi
(16-49)

(0011)(uv)′ = (0011)(u′v + uv′) = (0011)(v
U0

fi
+ u

jU0

fi
) (16-50)

(16-51)

これらと式 (16.16)第 2式と式 (16.19)を使って

U
′(3)(zFi) =

1√
Φ0

1

fi

(
∂V0c
∂X ′

0

+ j
∂V0c
∂Y ′

0

)
− U0

2fi

U0Ū0

f2i
(16-52)

=
1√
Φ0

1

fi

(
∂V0c
∂X ′

0

+ j
∂V0c
∂Y ′

0

)
− U0

2fi
r (16-53)

=
1√
Φ0

1

fi
r

(
U0

{
(1010)

1

fi
+ (1001)

j

fi

}
+ U ′

0 {(1100)2}
)
− U0

2fi
r

+
1√
Φ0

1

fi
u

(
U0

{
(0020)2

1

fi
+ (0011)

j

fi

}
+ U ′

0 {(0110)2}
)
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+
1√
Φ0

1

fi
s

(
U0

{
(0110)

1

fi
+ (0101)

j

fi

}
+ U ′

0 {(0200)4}
)

+
1√
Φ0

1

fi
v

(
U0

{
(0011)

1

fi

}
+ U ′

0 {(0101)2}
)

(16-54)

= r

(
U0

{
(1010)

1√
Φif0fi

+ (1001)
j√
Φ0f2i

− 1

2fi

}
+ U ′

0

{
(1100)

2√
Φif0

})
+u

(
U0

{
(0020)

2√
Φif0fi

+ (0011)
j√
Φ0f2i

}
+ U ′

0

{
(0110)

2√
Φif0

})
+s

(
U0

{
(0110)

1√
Φif0fi

+ (0101)
j√
Φ0f2i

}
+ U ′

0

{
(0200)

4√
Φif0

})
+v

(
U0

{
(0011)

1√
Φ0f2i

}
+ U ′

0

{
(0101)

2√
Φ0fi

})
(16-55)

= r

(
U0

{
µ

f0fi
+
jψ

f2i
− 1

2fi

}
+ U ′

0

{
−λ
f0

})
+u

(
U0

{
−π
f0fi

+
−jτ
f2i

}
+ U ′

0

{
2ζ

f0

})
+s

(
U0

{
ζ

f0fi
+

−jσ
f2i

}
+ U ′

0

{
−ν
f0

})
+v

(
U0

{
−τ
f2i

}
+ U ′

0

{
−2σ

fi

})
(16-56)

= r(m21U0/fi +m22U
′
0) + u(m23U0/fi +m24U

′
0)

+s(m25U0/fi +m26U
′
0) + v(m27U0/fi +m28U

′
0) (16-57)

(16-56)と (16-57)の係数を比較して、(16.20b)の後半の係数を求める。

m21/fi =
µ

f0fi
+
jψ

f2i
− 1

Mfi
=

1

f2i

(
µ

ρ
+ jψ − fi

2

)
=

1

f2i

(
Mm̄12

ρ
− fi

2

)
(16-58)

∴ fim21 =
Mm̄12

ρ
− fi

2
(16-59)

m22 =
−λ
f0

=
Mm15

f0
=
Mm15

f0
=
Mm15

ρfi
(16-60)

∴ fim22 =
Mm15

ρ
(16-61)

m23/fi =
−π
f0fi

+
−jτ
f2i

=
1

f0fi
(−π − jτρ) =

1

f0fi
Mm̄14 =

1

ρf2i
Mm̄14 (16-62)

∴ fim23 =
Mm̄14

ρ
(16-63)

m24 =
2ζ

f0
=

2Re(Mm16) + f0
f0

=
2Re(Mm16) + f0

ρfi
(16-64)

∴ fim24 =
2Re(Mm16) + f0

ρ
(16-65)

m25/fi =
ζ

f0fi
+

−jσ
f2i

=
1

f0fi
(ζ − jσρ) =

1

ρf2i

(
Mm̄16 +

f0
2

)
(16-66)

∴ fim25 =
1

ρ

(
Mm̄16 +

f0
2

)
(16-67)

m26 =
−ν
f0

=
−ν
fiρ

(16-68)

∴ fim26 =
−ν
ρ

(16-69)

m27/fi =
−τ
f2i

=
Mm18

ρf2i
(16-70)

∴ fim27 =
Mm18

ρ
(16-71)

m28 =
−2σ

fi
=

−2Im(Mm16)

ρfi
(16-72)

∴ fim28 =
−2Im(Mm16)

ρ
(16-73)

となります。

16.7 (p.261-262) 式 (16.24)の導出

式 (16.20a)

U (3)(zFi)/M = r(m11U0/fi +m12U
′
0) + u(m13U0/fi +m14U

′
0)

+s(m15U0/fi +m16U
′
0) + v(m17U0/fi +m18U

′
0) (16-74)

U
′(3)(zFi) = r(m21U0/fi +m22U

′
0) + u(m23U0/fi +m24U

′
0)

+s(m25U0/fi +m26U
′
0) + v(m27U0/fi +m28U

′
0) (16-75)

上式 (16.20a)の右辺に含まれる U0 は物側焦点面での値 U(zF0)ですので、式 (16.23)と同様に、

新しく移動した物面位置 z0 での座標を使って U(z0)に変換する必要がある。

U ′(3) については (16.20a)の第二式を第一式と同じ方法で物面を移動したときの値に変換する。

r などは zF0 から物面位置 z0 に移行する時に、zF0 での値を物面 z0 での値に変換するという

ことです。すなわち、

r = U(zF0)Ū(zF0)/f
2
i = U0Ū0 − (U ′

0Ū0 + U0Ū
′
0)f0/(Mf20 ) + U0Ū

′
0f

2
0 /(M

2f2i ) (16-76)

であり、これは

U(zF0) = U(z0)− U ′(zFi)
f0
M

= U0 − U ′
0

f0
M

(16-77)

ということであり、
U ′(zFi) = U ′(z0) = U ′

0 および U(z0) = U0 (16-78)

と考えている事になる。

したがって、下記 (16-79)～(16-82)の右辺において U0 = U(z0)および U ′
0 = U ′(z0)である。

r = U0Ū0/f
2
i − 2ρmRe(Ū0U

′
0)/fi + ρ2m2U ′

0Ū
′
0 (16-79)

u = Re(Ū0U
′
0)/fi − ρmU ′

0Ū
′
0 (16-80)

v = Im(Ū0U
′
0)/fi (16-81)

s = U ′
0Ū

′
0 (16-82)
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(16.20a)の r, u, v, sには (16-79)～(16-82) を代入し、U0 には (16-77)の U(zF0)を代入する。

U (3)(zi) = U (3)(zFi)− fiMU ′(3)(zFi)なので (16-83)

U (3)(zi)/M = U (3)(zFi)/M − fiU
′(3)(zFi) (16-84)

= r{m11(U0 − U ′
0

f0
M

)/fi +m12U
′
0}+ u{m13(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m14U
′
0}

+s{m15(U0 − U ′
0

f0
M

)/fi +m16U
′
0}+ v{m17(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m18U
′
0}

−fi
[
r{m21(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m22U
′
0}+ u{m23(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m24U
′
0}

+s{m25(U0 − U ′
0

f0
M

)/fi +m26U
′
0}+ v{m27(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m28U
′
0}
]
(16-85)

=
(
U0Ū0/f

2
i − 2ρmRe(Ū0U

′
0)/fi + ρ2m2U ′

0Ū
′
0

)
{m11(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m12U
′
0}

+
(
Re(Ū0U

′
0)/fi − ρmU ′

0Ū
′
0

)
{m13(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m14U
′
0}

+
(
U ′
0Ū

′
0

)
{m15(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m16U
′
0}

+
(
Im(Ū0U

′
0)/fi

)
{m17(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m18U
′
0}

−fi
(
U0Ū0/f

2
i − 2ρmRe(Ū0U

′
0)/fi + ρ2m2U ′

0

)
{m21(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m22U
′
0}

−fi
(
Re(Ū0U

′
0)/fi − ρmU ′

0Ū
′
0

)
{m23(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m24U
′
0}

−fi
(
U ′
0Ū

′
0

)
{m25(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m26U
′
0}

−fi
(
Im(Ū0U

′
0)/fi

)
{m27(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m28U
′
0} (16-86)

= U0Ū0/f
2
i

(
(m11 − fim21)U0/fi + {(m12 − fim22)− (m11 − fim21)

f0
fiM

}U ′
0

)
+Re(Ū0U

′
0)/fi

((
−2ρm(m11 − fim21) + (m13 − fim23)

)
U0/fi

+{
(
−2ρm(m12 − fim22) + (m14 − fim24)

)
−
(
−2ρm(m11 − fim21) + (m13 − fim23)

) f0
fiM

}U ′
0

)
+U ′

0Ū
′
0

((
ρ2m2(m11 − fim21)− ρm(m13 − fim23) + (m15 − fim25)

)
U0/fi

+{
(
ρ2m2(m12 − fim22)− ρm(m14 − fim24) + (m16 − fim26)

)
−
(
ρ2m2(m11 − fim21)− ρm(m13 − fim23) + (m15 − fim25)

) f0
fiM

}U ′
0

)
+Im(Ū0U

′
0)/fi

(
(m17 − fim27)U0/fi

+{(m18 − fim28)− (m17 − fim27)
f0
fiM

}U ′
0

)
(16-87)

= U0Ū0/f
2
i (m

∗
11U0/fi +m∗

12U
′
0)

+Re(Ū0U
′
0)/fi(m

∗
13U0/fi +m∗

14U
′
0)

+U ′
0Ū

′
0(m

∗
15U0/fi +m∗

16U
′
0)

+Im(Ū0U
′
0)/fi(m

∗
17U0/fi +m∗

18U
′
0) (16-88)

と置くと、係数m∗
11 などは (16-87)と (16-88)とを比較することで求める。

m11 − fim21 = −κ/M − (Mm̄12/ρ− fi/2) = −κm− (µ+ jψρ)/ρ+ fi/2

= −κm− µ/ρ+ fi/2− jψ (16-89)

m∗
11 = (m11 − fim21) = −κm− µ/ρ+ fi/2− jψ (16-90)

= (−κm− µ/ρ+ fi/2) + j(−ψ) (16-91)

= D + jd (16-92)

m12 − fim22 = (µ− jψρ)/M −Mm15/ρ = m(µ− jψρ) + λ/ρ = mµ− jmψρ+ λ/ρ(16-93)

m∗
12 = (m12 − fim22)− (m11 − fim21)

f0
fiM

(16-94)

= mµ− jmψρ+ λ/ρ− (−κm− µ/ρ+ fi/2− jψ)ρm (16-95)

= mµ+ λ/ρ+ ρm2κ+mµ−mf0/2) (16-96)

= ρκm2 + (2µ− f0/2)m+ λ/ρ) (16-97)

= F (16-98)

m13 − fim23 = 2µ/M −Mm̄14/ρ = 2µm− (−π − jτρ)/ρ = 2µm+ π/ρ+ jτ (16-99)

m∗
13 = −2ρm(m11 − fim21) + (m13 − fim23) (16-100)

= −2ρm(−κm− µ/ρ+ fi/2− jψ) + (2µm+ π/ρ+ jτ) (16-101)

= 2{ρκm2 + (2µ− fiρ/2)m+ π/(2ρ)}+ j(2ρψm+ τ) (16-102)

= 2{ρκm2 + (2µ− f0/2)m+ π/(2ρ)}+ j(2ρψm+ τ) (16-103)

= 2A+ ja (16-104)

m14 − fim24 = (−π + jτρ)/M − (2Re(Mm16) + f0)/ρ (16-105)

= m(−π + jτρ)− (2(ζ − f0/2) + f0)/ρ (16-106)

= −mπ + jmτρ− 2ζ/ρ (16-107)

m∗
14 = −2ρm(m12 − fim22) + (m14 − fim24)

−
(
−2ρm(m11 − fim21) + (m13 − fim23)

) f0
fiM

(16-108)

= −2ρm(mµ− jmψρ+ λ/ρ) + (−mπ + jmτρ− 2ζ/ρ)

+2ρ2m2(−κm− µ/ρ+ fi/2− jψ)− ρm(2µm+ π/ρ+ jτ) (16-109)

= 2ρm
(
−mµ+ jmρψ − λ

ρ
− π

2ρ
+ j

τ

2
− ζ

ρ2m
− κρm2 −mµ+

f0m

2

−jρmψ − µm− π

2ρ
− j

τ

2

)
(16-110)

= 2
[
−ρ2m3κ− ρ (3µ− f0/2)m

2 − (λ+ π)m− ζ/ρ
]

(16-111)

= 2K (16-112)

m15 − fim25 = (−λ/M)− (Mm̄16 + f0/2)/ρ = −mλ− (ζ − f0/2− jσρ+ f0/2)/ρ(16-113)

= −mλ− ζ/ρ+ jσ (16-114)

m∗
15 = ρ2m2(m11 − fim21)− ρm(m13 − fim23) + (m15 − fim25) (16-115)

= ρ2m2(−κm− µ/ρ+ fi/2− jψ)− ρm(2µm+ π/ρ+ jτ)

+(−mλ− ζ/ρ+ jσ) (16-116)

= −ρ2m3κ− 3ρm2µ+ ρ2m2fi/2− jρ2m2ψ −mπ − jρmτ
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−mλ− ζ/ρ+ jσ (16-117)

= (−ρ2κm3 − ρ(3µ− f0/2)m
2 − (λ+ π)m− ζ/ρ)

+j(−ρ2ψm2 − ρτm+ σ) (16-118)

= K + jk (16-119)

m16 − fim26 = (ζ − f0/2 + jσρ)/M + ν/ρ = mζ −mf0/2 + jmσρ+ ν/ρ (16-120)

m∗
16 = ρ2m2(m12 − fim22)− ρm(m14 − fim24) + (m16 − fim26)

−
(
ρ2m2(m11 − fim21)− ρm(m13 − fim23) + (m15 − fim25)

) f0
fiM

(16-121)

= ρ2m2{mµ− jmψρ+ λ/ρ− (−κm− µ/ρ+ fi/2− jψ)ρm}
−ρm{−mπ + jmτρ− 2ζ/ρ − (2µm+ π/ρ+ jτ)ρm}
+{mζ −mf0/2 + jmσρ+ ν/ρ− (−mλ− ζ/ρ+ jσ)ρm} (16-122)

= ρ2m3µ− jρ3m3ψ + ρm2λ+ ρ3m4κ+ ρ2m3µ+ jρ3m3ψ

+ρm2π − jρ2m2τ + 2mζ + 2ρ2m3µ+ ρm2π + jρ2m2τ

+mζ −mf0/2 + jρmσ + ν/ρ+ ρm2λ+mζ − jρmσ (16-123)

= 4ρ2m3µ+ 2ρm2λ+ ρ3m4κ− ρ2m3f0/2 + 2ρm2π + 4mζ −mf0/2

+ν/ρ (16-124)

= ρ3κm4 + ρ2m3(4µ− f0/2) + 2ρm2(λ+ π) + (4ζ − f0/2) + ν/ρ (16-125)

= C (16-126)

m17 − fim27 = 2ψρ/M −Mm18/ρ = 2mψρ− (−τρ)/ρ = 2ρψm+ τ (16-127)

m∗
17 = (m17 − fim27) (16-128)

= 2ρψm+ τ (16-129)

= a (16-130)

m18 − fim28 = −τρ/M + 2Im(Mm16)/ρ = −mτρ+ 2σρ/ρ = −ρτm+ 2σ (16-131)

m∗
18 = (m18 − fim28)− (m17 − fim27)

f0
fiM

(16-132)

= −ρτm+ 2σ − 2ρ2m2ψ − ρmτ (16-133)

= 2{−ρ2m2ψ − ρτm+ σ} (16-134)

= 2k (16-135)

• (16-91)式m∗
11 で、テキストは µρだが µ/ρとすると合う。

• (16-103)式 m∗
13 で、 テキストは Aの定義のところの係数 2を削除し、π/(2ρ)の符号をプ

ラスに修正し、aの定義で φを ψ に修正すると合う。(16.28)式よりm∗
13 = 2A+ jaでない

と合わないから、Aの定義の方の係数が余分と判断。

• (16-111)式m∗
14 で、 テキストのK の定義の第 1 項 κ2 を κに修正すると合う。

• (16-118)式 m∗
15 で、テキストの K の定義の第 1 項 κ2 を κに修正。k の定義の第 1項の 4

を ψ に修正すると合う。

• (16-129)式m∗
17 で、 テキストの φを ψ に修正すると合う。

• (16-135)式m∗
18 で、テキストは 2K だが 2k に修正すると合う。

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

次に (16.24)の後半の式の導出。

式 (16.20a) の第 2 式で、U0 を U(zF0) = U(z0) − U ′(zF0)f0/M = U(z0) − U ′(z0)f0/M =

U0 −U ′
0f0/M で置き換える。つぎに r, u, s, vを式 (16.23)で置き換える。すなわち、式 (16.20a)

は、左辺が zFi での値で、右辺が zF0 での U の値からから計算される値である。一方、式 (16.24)

は左辺が zi の値であり、右辺は z0 から計算される U の値である。式 (16.23) の r, u, s, v は式

(16.18)の U0 の値が U(zF0)として、z0 での値に変換して求めた値である。すなわち、式 (16.24)

の左辺に現れる U0や U ′
0 の値は z0 における値である。

U ′(3)(zi) = r{m21(U0 − U ′
0

f0
M

)/fi +m22U
′
0}+ u{m23(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m24U
′
0}

+s{m25(U0 − U ′
0

f0
M

)/fi +m26U
′
0}+ v{m27(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m28U
′
0}(16-136)

=
(
U0Ū0/f

2
i − 2ρmRe(Ū0U

′
0)/fi + ρ2m2U ′

0Ū
′
0

)
{m21(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m22U
′
0}

+
(
Re(Ū0U

′
0)/fi − ρmU ′

0Ū
′
0

)
{m23(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m24U
′
0}

+U ′
0Ū

′
0{m25(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m26U
′
0}

+
(
Im(Ū0U

′
0)/fi

)
{m27(U0 − U ′

0

f0
M

)/fi +m28U
′
0} (16-137)

ここで f0
fiM

= ρmより

U ′(3)(zi) =
(
U0Ū0/f

2
i − 2ρmRe(Ū0U

′
0)/fi + ρ2m2U ′

0Ū
′
0

)
{m21U0/fi + (m22 −m21ρm)U ′

0}
+
(
Re(Ū0U

′
0)/fi − ρmU ′

0Ū
′
0

)
{m23U0/fi + (m24 −m23ρm)U ′

0}
+U ′

0Ū
′
0{m25U0/fi + (m26 −m25ρm)U ′

0}
+
(
Im(Ū0U

′
0)/fi

)
{m27U0/fi + (m28 −m27ρm)U ′

0} (16-138)

これから、式 (16.24)の係数m∗
21 などは

m∗
21 = m21 (16-139)

m∗
22 = m22 −m21ρm (16-140)

m∗
23 = m23 − 2m21ρm (16-141)

m∗
24 = (m24 −m23ρm)− 2ρm(m22 −m21ρm) (16-142)

m∗
25 = ρ2m2m21 − ρmm23 +m25 (16-143)

m∗
26 = ρ2m2(m22 −m21ρm)− ρm(m24 −m23ρm) + (m26 −m25ρm) (16-144)

m∗
27 = m27 (16-145)

m∗
28 = m28 −m27ρm (16-146)

となる。ここに式 (16.20b)を代入する。

fim
∗
21 = fim21 =Mm12/ρ− fi/2 = (µ+ jψρ)/ρ− fi/2 (16-147)

= (µ− f0/2)/ρ+ jψ (16-148)

fim
∗
22 = fim22 − fim21ρm =Mm15/ρ− ρm(µ− f0/2)/ρ− jρmψ (16-149)

= −(µ− f0/2)m− λ/ρ− jρmψ (16-150)

fim
∗
23 = fim23 − 2fim21ρm =Mm̄14/ρ− 2ρm(µ− f0/2)/ρ− j2ρmψ (16-151)
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= (−π − jτρ)/ρ− 2m(µ− f0/2)− j2ρmψ (16-152)

= −2(µ− f0/2)m− π/ρ− j(2ρψm+ τ) (16-153)

= −2(µ− f0/2)m− π/ρ− ja (16-154)

fim
∗
24 = fim24 − fim23ρm− 2ρmfim22 + 2ρ2m2fim21 (16-155)

= (2Re(Mm16) + f0)/ρ− (−π − jτρ)m+ 2mλ+ 2ρm2(µ− f0/2)

+j2ρ2m2ψ (16-156)

= (2ζ − f0 + f0)/ρ+ (2λ+ π)m+ jρm(2ρmψ + τ) + 2ρ(µ− f0/2)m
2(16-157)

= 2ρ(µ− f0/2)m
2 + (2λ+ π)m+ 2ζ/ρ+ jρma (16-158)

fim
∗
25 = ρ2m2fim21 − ρmfim23 + fim25 (16-159)

= ρm2(µ− f0/2) + jρ2m2ψ +m(π + jτρ) + (Mm̄16 + f0/2)/ρ (16-160)

= ρm2(µ− f0/2) + πm+ j(ρ2m2ψ + ρmτ − σ) + ζ/ρ (16-161)

= ρm2(µ− f0/2) + πm+ ζ/ρ− jk (16-162)

fim
∗
26 = ρ2m2fim

∗
22 − ρm(fim24 − fim23ρm) + fim26 − fim25ρm (16-163)

= −ρm2λ− ρ2m3(µ− f0/2)− jρ3m3ψ − ρm(2ζ/ρ+mπ + jρmτ)

−ν/ρ−m(ζ − f0/2− jσρ+ f0/2) (16-164)

= −ρ2m3(µ− f0/2)− ρm2(λ+ π)− 3ζm− ν/ρ

+jρm(−ρ2m2ψ − ρmτ + σ) (16-165)

= −ρ2m3(µ− f0/2)− ρm2(λ+ π)− 3ζm− ν/ρ+ jρmk (16-166)

fim
∗
27 = fim27 =Mm18/ρ = −τ (16-167)

fim
∗
28 = fim28 − fim27ρm = −2Im(Mm16)/ρ+ ρmτ = ρmτ − 2σ (16-168)

テキストと違う点をまとめると

• (16-148)式 fim21 で、テキストの φは ψ の間違い。

• (16-158)式 fim24 で、テキストでは第 1項に ρが抜けている。

• (16-162)式 fim25 で、テキストの第 1項に ρが余分。

• (16-166) 式 fim26 で、テキストの第 1 項の ρ は 2 乗が抜けている。第 3 項の τ は ζ の間

違い。

16.8 (p.264) 式 (16.36)の意味

この節での目的は、図 5.21の二段レンズ系を例にとると、二つのレンズの収差係数がそれぞれ

物面と中間像面で定義されているのを、統合した二つのレンズの収差係数を物面で表現すること

にある。

図 5.21では軸上球面収差のみであるから物面、中間像面、像面での開き半角の間の関係を計算

できればよかった。

この節では、これを一般化するためのもの。

式 (16.24)を行列の形で書くと

(
U (3)

U ′(3)

)
=


Mm11

f3
i

Mm12

f2
i

Mm13

f2
i

Mm14

fi

Mm15

fi
Mm16

Mm17

f2
i

Mm18

fi

m21

f3
i

m22

f2
i

m23

f2
i

m24

fi

m25

fi
m26

m27

f2
i

m28

fi





U2
0U

′
0

U0Ū0U
′
0

U0Re(Ū0U
′
0)

U ′
0Re(Ū0U

′
0)

U0U
′
0Ū

′
0

U ′2
0 U ′

0

U0Im(Ū0U
′
0)

U ′
0Im(Ū0U

′
0)


(16-169)

である。ここで、係数m11/f
3
i などを、改めてm11 などとおく。

(
Um

U ′
m

)
=

(
Mm11 Mm12 Mm13 Mm14 Mm15 Mm16 Mm17 Mm18

m21 m22 m23 m24 m25 m26 m27 m28

)


U2
0U

′
0

U0Ū0U
′
0

U0Re(Ū0U
′
0)

U ′
0Re(Ū0U

′
0)

U0U
′
0Ū

′
0

U ′2
0 U ′

0

U0Im(Ū0U
′
0)

U ′
0Im(Ū0U

′
0)


(16-170)

このM2 によって、収差を近軸値に取り込む。すなわち行列M2 は式 (16.24)の収差の成分を

含み、式 (16.34)を表す表現になっている。

16.9 (p.266) 式 (16.40)で ζ0 の定義

ζ0 の定義は
dz

dt

∣∣∣
ζo

=
dζ

dt

∣∣∣
ζo

(16-171)

であるので、式 (16.38)を tで微分すると
dz(ζ)

dt
=
dζ

dt
+
dη(ζ)

dt
なので、

dη

dt

∣∣∣
ζ0

= 0である。

dz(ζ)

dt

∣∣∣
ζ0

=

√
2e

m
W cosα =

√
2e

m
Φ(ζ0) (16-172)

であるから、Φ(ζ0) = ζ0Φ(0)
′ を代入すると、式 (16.40)を得る。

また、ζ0 について以下のことが言える。

1. 基準電子は陰極表面を初速度 0で z 方向に飛び出す。

2. 軌道電子は陰極表面座標 (z = −x20/(2R), x = x0)を z 軸とのなす角 αで飛び出す。逆算し

て、速度が 0になる位置が z = −η(0)。
3. 軌道電子と基準電子の速度は ζ0 の位置で等しい。

4. ζ は基準電子の座標。

5. 同じ ζ の位置でも、基準電子と軌道電子の速度は等しくない。

6. z 軸上で、ポテンシャル Φ(z)は、Φ(0) = 0で、勾配は Φ′(0) > 0。Φ(z)を z でべき級数展

開した初項。陰極近傍でのみ成立。

16.10 (p.271) 10行目の意味

10行目の (xm
1

1 · · ·xmv
v )は (xm1

1 xm2
2 · · ·　 xmv

v )つまり (xm1
1 と xm2

2 と · · ·xmv
v の v 個の項の

積)の意味である。
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17.1 (p.294) (補足)図 17.13の構成で消えない収差

図 17.13 において、zM に関して、電磁界は対称。軌道は H2
xと H2

y および G2
xと G2

y が対称。

GxHxと GyHy が反対称。

表 17.4から、配置 Iだけでは配置 IIが満たされず、配置 IIで消える項が 2倍となって残るこ

とは明らか。

まとめると、図 17.13の構成では、8極子を使って、円レンズの回転対称の収差を打ち消し、8

極子で生じる四重項成分を 4極子でキャンセル出来たとしても、4極子から生じる 3次幾何収差

の内、開口収差の二重項と像面湾曲、非点収差の二重項および軸上色収差の二重項が元の 2倍

になって残る。

17.2 (p.299) 式 (17.37)の導出

式 (15.63)からKX = KY = K,GX = GY = G,HX = HY = H なので

K(XI − jY I) = G

∫ z

z0

(
∂

∂Xa
− j

∂

∂Ya

)
F Idz −H

∫ z

z0

(
∂

∂X0
− j

∂

∂Y0

)
F Idz (17-1)

式 (15.86)より

KūI = G

∫ z

z0

2
∂

∂ua
F Idz −H

∫ z

z0

2
∂

∂u0
F Idz (17-2)

ここで、p.245 で定義されたように u = X + jY, uI = XI + jY I、p.249 で定義されたように

w0 = X0 + jY0, wa = Xa + jYa であるから

ūI =
2

K

(
G

∫ z

z0

∂

∂wa
F Idz −H

∫ z

z0

∂

∂w0
F Idz

)
(17-3)

と式 (17.37)が導出される。

17.3 (p.300) 式 (17.39)で (3000)や (1200)は?

(3000)などは収差に寄与しない。

参考文献

[1] 裏　克己, 基礎電磁気学, 共立出版 (1997)

[2] 裏　克己, 進行波管の動作理論に関する研究, 学位論文 (1961) 付録 B

[3] W. Glaser, Elecktronen-Ionen Physik, Handbuch d. Physik, XXXIII, Springer (1956)

[4] P. W. Hawkes and E. Kasper, “Principal of electron optics” Vol. 1, Academic Press,

London (1989)

[5] G. H. Jansen, Adv. Electronics and Electron Physics, Suppl, 21, Chap. 11, Academic

Press, London (1989)

[6] 森口繁一, 宇田川 久, 一松信, 岩波数学公式 I, 岩波書店 (1992)

[7] 森口繁一, 宇田川 久, 一松信, 岩波数学公式 II, 岩波書店 (1992)

[8] 森口繁一, 宇田川 久, 一松信, 岩波数学公式 III, 岩波書店 (1991)

27


